
15. Rekursion 2

Bau eines Taschenrechners, Formale Grammatiken, Extended
Backus Naur Form (EBNF), Parsen von Ausdrücken
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Motivation: Taschenrechner

Beispiel

Eingabe: 3 + 5
Ausgabe: 8

Binäre Operatoren +, -, *, / und Zahlen

Fliesskommaarithmetik
Präzedenzen und Assoziativitäten wie in C++
Klammerung
Unärer Operator -
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Motivation: Taschenrechner

Beispiel

Eingabe: 3 / 5
Ausgabe: 0.6

Binäre Operatoren +, -, *, / und Zahlen
Fliesskommaarithmetik

Präzedenzen und Assoziativitäten wie in C++
Klammerung
Unärer Operator -
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Motivation: Taschenrechner

Beispiel

Eingabe: 3 + 5 * 20
Ausgabe: 103

Binäre Operatoren +, -, *, / und Zahlen
Fliesskommaarithmetik
Präzedenzen und Assoziativitäten wie in C++

Klammerung
Unärer Operator -
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Motivation: Taschenrechner

Beispiel

Eingabe: (3 + 5) * 20
Ausgabe: 160

Binäre Operatoren +, -, *, / und Zahlen
Fliesskommaarithmetik
Präzedenzen und Assoziativitäten wie in C++
Klammerung

Unärer Operator -
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Motivation: Taschenrechner

Beispiel

Eingabe: -(3 + 5) + 20
Ausgabe: 12

Binäre Operatoren +, -, *, / und Zahlen
Fliesskommaarithmetik
Präzedenzen und Assoziativitäten wie in C++
Klammerung
Unärer Operator -
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Naiver Versuch (ohne Klammern)
double lval;
std::cin >> lval;

char op;
while (std::cin >> op && op != ’=’) {

double rval;
std::cin >> rval;

if (op == ’+’)
lval += rval;

else if (op == ’∗’)
lval ∗= rval;

else ...
}
std::cout << "Ergebnis " << lval << "\n";
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Scheint zu klappen. . .
double lval;
std::cin >> lval;

char op;
while (std::cin >> op && op != ’=’) {

double rval;
std::cin >> rval;

if (op == ’+’)
lval += rval;

else if (op == ’∗’)
lval ∗= rval;

else ...
}
std::cout << "Ergebnis " << lval << "\n";

Eingabe 1 * 2 * 3 * 4 =
Ergebnis 24
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Oops, Strich- vor Punktrechnung. . .
double lval;
std::cin >> lval;

char op;
while (std::cin >> op && op != ’=’) {

double rval;
std::cin >> rval;

if (op == ’+’)
lval += rval;

else if (op == ’∗’)
lval ∗= rval;

else ...
}
std::cout << "Ergebnis " << lval << "\n";

Eingabe 2 + 3 * 3 =
Ergebnis 15
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Analyse des Problems

Beispiel

Eingabe:

13 + ...

Beispiel

Diese

Vorlesung ist insgesamt recht rekursiv.
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Analyse des Problems

Beispiel

Eingabe:

13 + 4 ∗ ...

Beispiel

Diese

Vorlesung ist insgesamt recht rekursiv.
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Analyse des Problems

Beispiel

Eingabe:

13 + 4 ∗ (15− ...

Beispiel

Diese

Vorlesung ist insgesamt recht rekursiv.
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Analyse des Problems

Beispiel

Eingabe:

13 + 4 ∗ (15− 7 ∗ ...

Beispiel

Diese

Vorlesung ist insgesamt recht rekursiv.
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Analyse des Problems

Beispiel

Eingabe:

13 + 4 ∗ (15− 7∗ 3) =

Muss gespeichert bleiben,
damit jetzt ausgewertet wer-
den kann!

Beispiel

Diese

Vorlesung ist insgesamt recht rekursiv.
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Analyse des Problems

Beispiel

Ergebnis:

13 + 4∗(15− 21)

Beispiel

Diese

Vorlesung ist insgesamt recht rekursiv.
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Analyse des Problems

Beispiel

Ergebnis:

13+4 ∗ (−6)

Beispiel

Diese

Vorlesung ist insgesamt recht rekursiv.
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Analyse des Problems

Beispiel

Ergebnis:

13 + (−24)

Beispiel

Diese

Vorlesung ist insgesamt recht rekursiv.

500



Analyse des Problems

Beispiel

Ergebnis:

−11

Beispiel

Diese

Vorlesung ist insgesamt recht rekursiv.
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Analyse des Problems

Beispiel

Ausdruck:

13 + 4 ∗ (15− 7 ∗ 3)

Beispiel

Diese

Vorlesung ist insgesamt recht rekursiv.
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Analyse des Problems

Beispiel

Ausdruck:

13 + 4 ∗ (15− 7 ∗ 3)

Beispiel

Diese Vorlesung

ist insgesamt recht rekursiv.
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Analyse des Problems

Beispiel

Ausdruck:
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Beispiel
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Beispiel
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Analyse des Problems

Beispiel

Ausdruck:

13 + 4 ∗ (15− 7 ∗ 3)

Beispiel

Diese Vorlesung ist insgesamt recht

rekursiv.
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Analyse des Problems

Beispiel

Ausdruck:

13 + 4 ∗ (15− 7 ∗ 3)

Beispiel

Diese Vorlesung ist insgesamt recht rekursiv.
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Analyse des Problems

13 + 4 ∗ (15− 7 ∗ 3)

Das “Verstehen” eines Ausdrucks erfordert Vorausschau auf
kommende Symbole!

Wir werden die Symbole elegant mittels Rekursion
zwischenspeichern.

Wir brauchen ein neues formales (von C++unabhängiges)
Handwerkszeug.
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Analyse des Problems

13 + 4 ∗ (15− 7 ∗ 3)

Das “Verstehen” eines Ausdrucks erfordert Vorausschau auf
kommende Symbole!

Wir werden die Symbole elegant mittels Rekursion
zwischenspeichern.

Wir brauchen ein neues formales (von C++unabhängiges)
Handwerkszeug.
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Formale Grammatiken

Alphabet: endliche Menge von Symbolen
Sätze: endlichen Folgen von Symbolen

Eine formale Grammatik definiert, welche Sätze gültig sind.

Zur Beschreibung der Grammatik verwenden wir:

Extended Backus Naur Form (EBNF)

502



Formale Grammatiken

Alphabet: endliche Menge von Symbolen
Sätze: endlichen Folgen von Symbolen

Eine formale Grammatik definiert, welche Sätze gültig sind.

Zur Beschreibung der Grammatik verwenden wir:

Extended Backus Naur Form (EBNF)

502



Formale Grammatiken

Alphabet: endliche Menge von Symbolen
Sätze: endlichen Folgen von Symbolen

Eine formale Grammatik definiert, welche Sätze gültig sind.

Zur Beschreibung der Grammatik verwenden wir:

Extended Backus Naur Form (EBNF)
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Ausdrücke

-(3-(4-5))*(3+4*5)/6
Was benötigen wir in einer Grammatik?

Zahl

, ( ? )

? * ?, ? / ?, ...
? - ?, ? + ?, ...
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-(3-(4-5))*(3+4*5)/6
Was benötigen wir in einer Grammatik?

Zahl

, ( ? )
? * ?, ? / ?, ...
? - ?, ? + ?, ...

504



Ausdrücke
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Ausdrücke
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Ausdrücke

-(3-(4-5))*(3+4*5)/6
Was benötigen wir in einer Grammatik?

Zahl , ( ? )
-Zahl, -( ? )
? * ?, ? / ?, ...
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Ausdrücke Punktrechnung

-(3-(4-5))*(3+4*5)/6
Was benötigen wir in einer Grammatik?

Zahl , ( ? )
-Zahl, -( ? )
? * ?, ? / ?, ...
? - ?, ? + ?, ...

Faktor
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Ausdrücke Punktrechnung

-(3-(4-5))*(3+4*5)/6
Was benötigen wir in einer Grammatik?

Zahl , ( ? )
-Zahl, -( ? )
Faktor * Faktor,
Faktor / Faktor , ...
? - ?, ? + ?, ...

Faktor

504



Ausdrücke Strichrechnung

-(3-(4-5))*(3+4*5)/6
Was benötigen wir in einer Grammatik?

Zahl , ( ? )
-Zahl, -( ? )
Faktor * Faktor,
Faktor / Faktor , ...
? - ?, ? + ?, ...

Faktor

Term

504



Ausdrücke Strichrechnung

-(3-(4-5))*(3+4*5)/6
Was benötigen wir in einer Grammatik?

Zahl , ( ? )
-Zahl, -( ? )
Faktor * Faktor, Faktor
Faktor / Faktor , ...
? - ?, ? + ?, ...

Faktor

Term

504



Ausdrücke

-(3-(4-5))*(3+4*5)/6
Was benötigen wir in einer Grammatik?

Zahl , ( ? )
-Zahl, -( ? )
Faktor * Faktor, Faktor
Faktor / Faktor , ...
Term + Term,
Term - Term, ...

Faktor

Term

504



Ausdrücke

-(3-(4-5))*(3+4*5)/6
Was benötigen wir in einer Grammatik?

Zahl , ( ? )
-Zahl, -( ? )
Faktor * Faktor, Faktor
Faktor / Faktor , ...
Term + Term,
Term - Term, ...

Faktor

Term

Ausdruck
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Ausdrücke

-(3-(4-5))*(3+4*5)/6
Was benötigen wir in einer Grammatik?

Zahl , ( ? )
-Zahl, -( ? )
Faktor * Faktor, Faktor
Faktor / Faktor , ...
Term + Term, Term
Term - Term, ...

Faktor

Term

Ausdruck
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Ausdrücke

-(3-(4-5))*(3+4*5)/6
Was benötigen wir in einer Grammatik?

Zahl , ( Ausdruck )
-Zahl, -( Ausdruck )
Faktor * Faktor, Faktor
Faktor / Faktor , ...
Term + Term, Term
Term - Term, ...

Faktor

Term

Ausdruck
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Die EBNF für Ausdrücke

Ein Faktor ist

eine Zahl,
ein geklammerter Ausdruck oder
ein negierter Faktor.

factor = number
| "(" expression ")"
| "−" factor.

Alternative

Terminales Symbol

Nicht-terminales Symbol
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Ein Faktor ist

eine Zahl,
ein geklammerter Ausdruck oder
ein negierter Faktor.

factor = number
| "(" expression ")"
| "−" factor.

Alternative

Terminales Symbol

Nicht-terminales Symbol

505



Die EBNF für Ausdrücke
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Die EBNF für Ausdrücke

Ein Faktor ist

eine Zahl,
ein geklammerter Ausdruck oder
ein negierter Faktor.

factor = number
| "(" expression ")"
| "−" factor.

Alternative

Terminales Symbol

Nicht-terminales Symbol

505



Die EBNF für Ausdrücke

Ein Term ist

Faktor,
Faktor * Faktor, Faktor / Faktor,
Faktor * Faktor * Faktor, Faktor / Faktor * Faktor, ...
...

term = factor { "∗" factor | "/" factor }.

Optionale Repetition
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Ein Term ist

Faktor,
Faktor * Faktor, Faktor / Faktor,
Faktor * Faktor * Faktor, Faktor / Faktor * Faktor, ...
...

term = factor { "∗" factor | "/" factor }.

Optionale Repetition

506



Die EBNF für Ausdrücke
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Die EBNF für Ausdrücke

Ein Term ist

Faktor,
Faktor * Faktor, Faktor / Faktor,
Faktor * Faktor * Faktor, Faktor / Faktor * Faktor, ...
...

term = factor { "∗" factor | "/" factor }.

Optionale Repetition
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Die EBNF für Ausdrücke

factor = number
| "(" expression ")"
| "−" factor.

term = factor { "∗" factor | "/" factor }.

expression = term { "+" term |"−" term }.
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Zahlen

Eine Ganzzahl hat mindestens eine Ziffer, gefolgt von beliebig vielen
Ziffern.

number = d i g i t { d i g i t }.
d i g i t = ’0’ | ’1’ | ’2’ | ... |’9’.
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Zahlen

Eine Ganzzahl hat mindestens eine Ziffer, gefolgt von beliebig
vielen Ziffern.

number = d i g i t { d i g i t }.
d i g i t = ’0’ | ’1’ | ’2’ | ... |’9’.
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Zahlen

Eine Ganzzahl hat mindestens eine Ziffer, gefolgt von beliebig
vielen Ziffern.

number = d i g i t { d i g i t }.
d i g i t = ’0’ | ’1’ | ’2’ | ... |’9’.
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Parsen

Parsen: Feststellen, ob ein Satz nach der EBNF gültig ist.

Parser: Programm zum Parsen
Praktisch: Aus der EBNF kann (fast) automatisch ein Parser
generiert werden
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generiert werden

509



Parser bauen

Regeln werden zu Funktionen
Alternativen und Optionen werden zu if–Anweisungen
Nichtterminale Symbole auf der rechten Seite werden zu
Funktionsaufrufen
Optionale Repetitionen werden zu while–Anweisungen
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Regeln (ohne number)

factor = number
| "(" expression ")"
| "−" factor.

term = factor { "∗" factor | "/" factor }.

expression = term { "+" term |"−" term }.
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Funktionen (Parser)
Ausdruck wird aus einem Eingabestrom gelesen.

// POST: returns true if and only if is = factor ...
// and in this case extracts factor from is
bool factor (std::istream& is);

// POST: returns true if and only if is = term ...,
// and in this case extracts all factors from is
bool term (std::istream& is);

// POST: returns true if and only if is = expression ...,
// and in this case extracts all terms from is
bool expression (std::istream& is);
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Funktionen (Parser mit Auswertung)
Ausdruck wird aus einem Eingabestrom gelesen.

// POST: extracts a factor from is
// and returns its value
double factor (std::istream& is);

// POST: extracts a term from is
// and returns its value
double term (std::istream& is);

// POST: extracts an expression from is
// and returns its value
double expression (std::istream& is);
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Vorausschau von einem Zeichen. . .

. . . um jeweils die richtige Alternative zu finden.
// POST: leading whitespace characters are extracted
// from input, and the first non−whitespace character
// input returned (0 if there input no such character)
char lookahead (std:: istream& input)
{
input >> std :: ws; // skip whitespaces
if (input.eof ())
return 0; // end of stream

else
return input.peek(); // next character in input

}
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Rosinenpickerei

. . . um jeweils nur das gewünschte Zeichen zu extrahieren.
// POST: if ch matches the next lookahead then consume it and return true
// otherwise return false
bool consume (std :: istream& input, char c)
{

if (lookahead (input) == c) {
input >> c;
return true;

} else
return false ;

}
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Faktoren auswerten

double factor (std :: istream& input)
{
double value;
if (consume (input, ’( ’ )) {
value = expression (input); // "(" expression
consume (input, ’) ’ ); // ")"

} else if (consume (input, ’−’))
value = −factor (input); // − factor

else
value = number(input); // number

return value;
}

factor = "(" expression ")"
| "−" factor
| number.
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Terme auswerten

double term (std:: istream& input)
{
double value = factor (input); // factor
while (true) {

if (consume (input, ’∗’ ))
value ∗= factor (input); // "∗" factor

else if (consume (input, ’/’ ))
value /= factor (input); // "/" factor

else
return value;

}
}

term = factor { "∗" factor | "/" factor }.
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Ausdrücke auswerten

double expression (std :: istream& input)
{
double value = term (input); // term
while (true) {

if (consume (input, ’+’))
value += term (input); // "+" term

else if (consume (input, ’−’))
value −= term (input); // "−" term

else
return value;

}
}

expression = term { "+" term |"−" term }.
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Ziffern ...

// POST: returns the digit that could be consumed from a stream
// (0 if no digit available)
// digit = ’0’ | ’1’ | ... | ’9’.
char digit(std::istream& input){

char ch = input.peek(); // one symbol lookahead
if (input.eof()) return 0; // nothing available on the stream
if (ch >= ’0’ && ch <= ’9’){

input >> ch; // consume
return ch;

}
return 0;

}
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... und Zahlen

// POST: returns an unsigned integer consumed from the stream
// number = digit {digit}.
unsigned int number (std::istream& input){

input >> std::skipws;// skip whitespaces before the first digit
char ch = digit(input);
input >> std::noskipws; // no whitespaces allowed within a number
unsigned int num = 0;
while(ch > 0){ // skip remaining digits

num = num ∗ 10 + ch − ’0’;
ch = digit(input);

}
return num;

}
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Rekursion!

number

factor

term

expression
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EBNF — Und es funktioniert!
EBNF (calculator.cpp, Auswertung von links nach rechts):

factor = number
| "(" expression ")"
| "−" factor.

term = factor { "∗" factor | "/" factor }.

expression = term { "+" term |"−" term }.

std::stringstream input ("1−2−3");
std::cout << expression (input) << "\n"; // −4
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16. Structs

Rationale Zahlen, Struct-Definition
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Rechnen mit rationalen Zahlen

Rationale Zahlen (Q) sind von der Form
n

d
mit n und d in Z

C++hat keinen „eingebauten” Typ für rationale Zahlen

Ziel

Wir bauen uns selbst einen C++-Typ für rationale Zahlen!
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Rechnen mit rationalen Zahlen

Rationale Zahlen (Q) sind von der Form
n

d
mit n und d in Z

C++hat keinen „eingebauten” Typ für rationale Zahlen

Ziel
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Vision

// input
std::cout << "Rational number r =? ";
rational r;
std::cin >> r;
std::cout << "Rational number s =? ";
rational s;
std::cin >> s;

// computation and output
std::cout << "Sum is " << r + s << ".\n";
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Ein erstes Struct

struct rational {
int n;
int d; // INV: d != 0

};

Member-Variable

Member-Variable

struct definiert einen neuen Typ
Formaler Wertebereich: kartesisches Produkt der Wertebereiche
existierender Typen
Echter Wertebereich: rational ( int× int.
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Zugriff auf Member-Variablen

struct rational {
int n;
int d; // INV: d != 0

};

rational add (rational a, rational b){
rational result;
result.n = a.n ∗ b.d + a.d ∗ b.n;
result.d = a.d ∗ b.d;
return result;

}

rn
rd

:=
an
ad

+
bn
bd

=
an · bd + ad · bn

ad · bd
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Eingabe

// Input r
rational r;
std::cout << "Rational number r:\n";
std::cout << " numerator =? ";
std::cin >> r.n;
std::cout << " denominator =? ";
std::cin >> r.d;

// Input s the same way
rational s;
...
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Vision in Reichweite ...

// computation
const rational t = add (r, s);

// output
std::cout << "Sum is " << t.n << "/" << t.d << ".\n";
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Struct-Definitionen: Beispiele

struct rational_vector_3 {
rational x;
rational y;
rational z;

};

Zugrundeliegende Typen können fundamentale aber auch
benutzerdefinierte Typen sein.
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Struct-Definitionen: Beispiele

struct extended_int {
// represents value if is_positive==true
// and −value otherwise
unsigned int value;
bool is_positive;

};

Die zugrundeliegenden Typen können natürlich auch verschieden
sein.
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Structs: Initialisierung und Zuweisung
rational s;

rational t = {1,5};

rational u = t;

t = u;

rational v = add (u,t);

Member-Variablen uninitialisiert (wird
sich bald ändern)
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Structs: Initialisierung und Zuweisung
rational s;

rational t = {1,5};

rational u = t;

t = u;

rational v = add (u,t);

Memberweise Initialisierung:
t.n = 1, t.d = 5

540
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Structs: Initialisierung und Zuweisung
rational s;

rational t = {1,5};

rational u = t;
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Structs vergleichen?

Für jeden fundamentalen Typ (int, double,...) gibt es die
Vergleichsoperatoren == und != , aber nicht für Structs! Warum?

Memberweiser Vergleich ergibt im allgemeinen keinen Sinn,...

...denn dann wäre z.B.
2

3
6= 4

6
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Benutzerdefinierte Operatoren

Statt

rational t = add(r, s);

würden wir lieber

rational t = r + s;

schreiben.

Das geht mit Operator-Überladung.
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Funktionsüberladung
Eine Funktion ist bestimmt durch Namen, Typen, Anzahl und Reihenfolge
der Argumente

double sq (double x) { ... } // f1
int sq (int x) { ... } // f2
int pow (int b, int e) { ... } // f3
int pow (int e) { return pow (2,e); } // f4

Der Compiler wählt bei einem Funktionsaufruf automatisch die Funktion,
welche „am besten passt”

std::cout << sq (3);
std::cout << sq (1.414);
std::cout << pow (2);
std::cout << pow (3,3);
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Funktionsüberladung
Eine Funktion ist bestimmt durch Namen, Typen, Anzahl und Reihenfolge
der Argumente

double sq (double x) { ... } // f1
int sq (int x) { ... } // f2
int pow (int b, int e) { ... } // f3
int pow (int e) { return pow (2,e); } // f4

Der Compiler wählt bei einem Funktionsaufruf automatisch die Funktion,
welche „am besten passt”

std::cout << sq (3); // Compiler wählt f2
std::cout << sq (1.414); // Compiler wählt f1
std::cout << pow (2); // Compiler wählt f4
std::cout << pow (3,3); // Compiler wählt f3
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Operator-Überladung

Operatoren sind spezielle Funktionen und können auch überladen
werden
Name des Operators op:

operatorop
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rational addieren, bisher

// POST: return value is the sum of a and b
rational add (rational a, rational b)
{

rational result;
result.n = a.n ∗ b.d + a.d ∗ b.n;
result.d = a.d ∗ b.d;
return result;

}
...
const rational t = add (r, s);
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rational addieren, neu

// POST: return value is the sum of a and b
rational operator+ (rational a, rational b)
{

rational result;
result.n = a.n ∗ b.d + a.d ∗ b.n;
result.d = a.d ∗ b.d;
return result;

}
...
const rational t = r + s;
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rational addieren, neu

// POST: return value is the sum of a and b
rational operator+ (rational a, rational b)
{

rational result;
result.n = a.n ∗ b.d + a.d ∗ b.n;
result.d = a.d ∗ b.d;
return result;

}
...
const rational t = r + s;

Infix-Notation
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rational addieren, neu

// POST: return value is the sum of a and b
rational operator+ (rational a, rational b)
{

rational result;
result.n = a.n ∗ b.d + a.d ∗ b.n;
result.d = a.d ∗ b.d;
return result;

}
...
const rational t = operator+ (r, s);

Äquivalent, aber unpraktisch: funktionale Notation
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Unäres Minus

Nur ein Argument:

// POST: return value is −a
rational operator− (rational a)
{

a.n = −a.n;
return a;

}
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Vergleichsoperatoren

können auch definiert werden, so dass sie das “Richtige” machen:

// POST: returns true iff a == b
bool operator== (rational a, rational b)
{

return a.n ∗ b.d == a.d ∗ b.n;
}

2

3
=

4

6
X
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Arithmetische Zuweisungen

Wir wollen z.B. schreiben

rational r;
r.n = 1; r.d = 2; // 1/2

rational s;
s.n = 1; s.d = 3; // 1/3

r += s;
std::cout << r.n << "/" << r.d; // 5/6

553



Operator +=

rational& operator+= (rational& a, rational b)
{

a.n = a.n ∗ b.d + a.d ∗ b.n;
a.d ∗= b.d;
return a;

}

Der L-Wert a wird um den Wert von b erhöht und als L-Wert
zurückgegeben.
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Operator +=

rational& operator+= (rational& a, rational b)
{

a.n = a.n ∗ b.d + a.d ∗ b.n;
a.d ∗= b.d;
return a;

}

Der L-Wert a wird um den Wert von b erhöht und als L-Wert
zurückgegeben.
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Ein-/Ausgabeoperatoren

können auch überladen werden.

Bisher:

std::cout << "Sum is "
<< t.n << "/" << t.d << "\n";

Neu (gewünscht):

std::cout << "Sum is "
<< t << "\n";
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Ein-/Ausgabeoperatoren

können auch überladen werden wie folgt:

// POST: r has been written to out
std::ostream& operator<< (std::ostream& out,

rational r)
{

return out << r.n << "/" << r.d;
}

schreibt r auf den Ausgabestrom
und gibt diesen als L-Wert zurück
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Eingabe

// PRE: in starts with a rational number
// of the form "n/d"
// POST: r has been read from in
std::istream& operator>> (std::istream& in,

rational& r){
char c; // separating character ’/’
return in >> r.n >> c >> r.d;

}

liest r aus dem Eingabestrom
und gibt diesen als L-Wert zurück.
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Ziel erreicht!
// input
std::cout << "Rational number r =? ";
rational r;
std::cin >> r;

std::cout << "Rational number s =? ";
rational s;
std::cin >> s;

// computation and output
std::cout << "Sum is " << r + s << ".\n";

operator >>

operator +

operator<<
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