10. AVL Baume

Balancierte Baume [Ottman/Widmayer, Kap. 5.2-5.2.1, Cormen et al, Kap.
Problem 13-3]
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Ziel

Suchen, Einfugen und Entfernen eines Schlussels in Baum mit n
Schlusseln, welche in zufalliger Reihenfolge eingefugt wurden im Mittel in
O(log, n) Schritten.

Schlechtester Fall jedoch: ©(n) (degenerierter Baum).

Ziel: Verhinderung der Degenerierung. Kiinstliches, bei jeder
Update-Operation erfolgtes Balancieren eines Baumes

Balancierung: garantiere, dass ein Baum mit n Knoten stets eine Hohe von
O(logn) hat.

Adelson-Venskii und Landis (1962): AVL-Baume

167



Balance eines Knotens

Die Balance eines Knotens v ist definiert
als die Hohendifferenz seiner beiden Teil-
baume T;(v) und T.(v)

bal(v) == h(T (1)) — h(Ti(v))

h
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AVL Bedingung

AVL Bedingung: fiir jeden Knoten v eines
Baumes gilt bal(v) € {—1,0,1}

h+2

h+1
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(Gegen-)Beispiele
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Kein AVL Baum



Anzahl Blatter

m 1. Beobachtung: Ein Suchbaum mit n Schlusseln hat genau n + 1 Blatter.
Einfaches Induktionsargument.

m Der Suchbaum mit n = 0 Schlusseln hat m = 1 Blatter
m Wird ein Schlissel (Knoten) hinzugefiigt (n — n + 1), so ersetzt er ein Blatt
und fugt zwei Blatter hinzu (m - m —1+2=m + 1).

m 2. Beobachtung: untere Grenze fur Anzahl Blatter eines Suchbaums zu
gegebener Hohe erlaubt Abschatzung der maximalen Hohe eines
Suchbaums zu gegebener Anzahl Schlussel.
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Untere Grenze Blatter

/ N\

AVL Baum der HOohe 1 hat
N(1) := 2 Blatter

/N /\
/\ /\
/' \

[\ 1\

AVL Baum der Hohe 2 hat
mindestens N(2) := 3 Blatter
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Untere Grenze Blatter fur h > 2

m Hohe eines Teilbaums > h — 1. h—2 h—1
m Hohe des anderen Teilbaums > h — 2.
Minimale Anzahl Blatter N(h) ist

N(h)=N(h—1)+ N(h—2) Ti(v)

Insgesamt gilt N(h) = F,,» mit Fibonacci-Zahlen F, := 0, F}, :=1,
Fn = anl —+ Fn72 furn > 1.
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Fibonacci Zahlen, geschlossene Form

Es gilt
Fi= (¢~ )
RV
mit den Wurzeln ¢, ¢ der Gleichung vom goldenen Schnitt 22 — z — 1 = 0:
1
b= +2\/3 ~ 1.618

<
I

1
2\/3 ~ —0.618
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Fibonacci Zahlen, Induktiver Beweis

Fi= 6 =d) (¢="1556="15%).

1. Klarfuri=0,7 = 1.

2. Seii > 2 und Behauptung [«] wahr fur alle F}, j < 1.

Y +FLY L@ e <<z>” )

%\

f

(674 6 = 4 ) - 8o+

“(o+1) 7

\/gqb’ %(

:ﬁ
(¢, & erfiillen z + 1 = 22)

I L oaigoay 1 i i
=20 = @) = (o = ),
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Baumhohe

Da |§| < 1, gilt insgesamt

h
N(h) € © ((1 + */5> ) C 0(1.618")

und somit

N(h) > c-1.618"
= h<144logyn+c.

Ein AVL Baum ist asymptotisch nicht mehr als 44% hoher als ein perfekt
balancierter Baum.®

SEin perfekt balancierter Baum hat Héhe [log,n + 1]
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Einfugen

Balancieren

m Speichern der Balance fur jeden Knoten

m Baum rebalancieren bei jeder Update-Operation
Neuer Knoten n wird eingefugt:

m Zuerst einfligen wie bei Suchbaum.
m Prufe die Balance-Bedingung fur alle Knoten aufsteigend von n zur
Wurzel.
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Balance am Einfugeort

VANEEVAN ANV AN
ANVANA ANEERVAR A
Fall 1: bal(p) = +1 Fall 2: bal(p) = —1

Fertig in beiden Fallen, denn der Teilbaum ist nicht gewachsen.
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Balance am Einfugeort

1 p -1

/N N\
\ =\

Fall 3.1: bal(p) = 0 rechts Fall 3.2: bal(p) = 0, links

2902

S~

In beiden Fallen noch nicht fertig. Aufruf von upin(p).
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upin(p) - Invariante

Beim Aufruf von upin(p) gilt, dass
m der Teilbaum ab p gewachsen ist und
m bal(p) € {—1,+1}
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upin(p)

Annahme: p ist linker Sohn von pp®
ppp/il ppp){ ppp/{ ppp/<
ANEEAN ANEEAN

Fall 1: bal(pp) = +1, fertig. Fall 2: bal(pp) = 0, upin(pp)

In beiden Fallen gilt nach der Operation die AVL-Bedingung fur den
Teilbaum ab pp

b1st p rechter Sohn: symmetrische Falle unter Vertauschung von +1 und —1
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upin(p)
Annahme: p ist linker Sohn von pp
pp —1
p/\/ \
Fall 3: bal(pp) = —1,
Dieser Fall ist problematisch: das Hinzuftuigen von n im Teilbaum ab pp hat

die AVL-Bedingung verletzt. Rebalancieren!
Zwei Falle bal(p) = —1, bal(p) = +1
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Rotationen

Fall 11 bal(p) = —1.”7

’L:}:Q }L
ppy -2 h+1

/// \\\ Ro;;ion

I nach
h—1 rechts

"p rechter Sohn = bal(pp) = bal(p) = +1, Linksrotation

/N |
4

ppx 0

Py o

hj:l
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Rotationen

Fall 1.2 bal(p) = +1. 8

h+2
pp

z -2

h—1 h—2

B D) S

1

—

Doppel-

rotation
links-
rechts

h—1

h—1
h—2

t3

h—2
h—1

8p rechter Sohn = Bél(z;p) = +1, bal(p) = —1, Doppelrotation rechts links

ty
h—1
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Analyse

m Hohe des Baumes: O(logn).

m Einfugen wie beim binaren Suchbaum.

m Balancieren durch Rekursion vom Knoten zur Wurzel. Maximale
Pfadlange O(logn).

Das Einfugen im AVL-Baum hat Laufzeitkosten von O(logn).
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Loschen

Fall 1: Knoten n hat zwei Blatter als Kinder Sel p Elternknoten von n. =
Anderer Teilbaum hat Hohe A’ = 0, 1 oder 2

m 2/ = 1: bal(p) anpassen.
m 2/ = 0: bal(p) anpassen. Aufruf upout (p).
m 1/ = 2: Rebalancieren des Teilbaumes. Aufruf upout (p).

N N
SN L L

h=0,1,2 h=0,1,2
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Loschen

Fall 2: Knoten n hat einen inneren Knoten % als Kind
m Ersetze n durch k. upout (k)

N\ N
20 A
/ \
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Loschen

Fall 3: Knoten n hat zwei inneren Knoten als Kinder

m Ersetze n durch symmetrischen Nachfolger. upout (k)
m Loschen des symmetrischen Nachfolgers wie in Fall 1 oder 2.
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upout (p)

Sei pp der Elternknoten von p
(a) p linkes Kind von pp

1. bal(pp) = =1 = bal(pp) < 0. upout (pp)
2. bal(pp) =0 = bal(pp) + +1.
3. bal(pp) = +1 = nachste Folien.

(b) p rechtes Kind von pp: Symmetrische Falle unter Vertauschung von +1
und —1.
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upout (p)
Fall (a).3: bal(pp) = +1. Sei ¢ Bruder von p
(a).31: bal(q) = 0.2
z -1
pr Yy +1
/N y< \
prx 0 q z 0
~ 2 )

/NN o
inksrotation / \
1 2 (y)
h—1 h—1 1 9 4
3 4 h—1 h—1 h+1
h+1 h+1 s
h+1

°(b).3.1: bal(pp) = —1, bal(q) = —1, Rechtsrotation.
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upout (p)

Fall (a).3: bal(pp) = +1. (a).3.2: bal(q) = +1.°

Y+l
plx 0 gz +1
h—1 h—1
3
Ii
' 4
h+1

0(b).3.2: bal(pp) = —1, bal(q) =

r- -z 0
o N
— /N
Linksrotation *
(y) / \
1 2 3 4

h—1 h-1 h h+1

plus upout (r).

+1, Rechtsrotation+upout
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upout (p)

Fall (a).3: bal(pp) = +1. (a).3.3: bal(q) = —1."
N VRN
/

Cono .o K
\ \

T

/

Doppelrotation /
/ rechts (z) links
1 2 (y)
h—1 h—1 5 1 9 3 4 5
3 4 h h—1 h—1 h

plus upout (r).
M(b).3.3: bal(pp) = —1, bal(q) = —1, Links-Rechts-Rotation + upout
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Zusammenfassung

m AVL-Baume haben asymptotische Laufzeit von O(logn) (schlechtester
Fall) fir das Suchen, Einfiigen und Loschen von Schliisseln

m Einfugen und Loschen ist verhaltnismassig aufwandig und fur kleine
Probleme relativ langsam.
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