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Ziele der Vorlesung

m Verstandnis des Entwurfs und der Analyse grundlegender
Algorithmen und Datenstrukturen.

m Fahigkeit, korrekte und ausreichend effiziente Programme
entwickeln, um eine klar formulierte Problemstellung zu I6sen.
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1. Einfuhrung

Algorithmen und Datenstrukturen, Korrektheit, erstes Beispiel

Inhalte der Vorlesung

A 4

Datenstrukturen / Algorithmen

Begriff der Invariante, Kostenmodell, Landau Symbole
Algorithmenentwurf, Induktion
Suchen und Auswahl, Sortieren
Woérterbiicher: Hashing und Suchbdume, Balancierte Baume
Dynamische Programmierung
Fundamentale Graphenalgorithmen, Kiirzeste Wege, Maximaler Fluss
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Software Engineering

Python Introduction
Python Datastructures
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1.1 Algorithmen

[Cormen et al, Kap. 1;0ttman/Widmayer, Kap. 1.1]
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Beispielproblem
Input: Eine Folge von n Zahlen (ay,as, ..., a,)
Output: Eine Permutation (a}, a), ..., al) der Folge (a;)1<i<n, so dass

!/ !/ i
ay <dy<---<d,

Mogliche Eingaben

(1,7,3), (15,13,12,—0.5), (1) ...

Jedes Beispiel erzeugt eine Probleminstanz.

Die Performanz (Geschwindigkeit) des Algorithmus hangt
tblicherweise ab von der Probleminstanz. Es gibt oft “gute” und
“schlechte” Instanzen.
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Algorithmus

Algorithmus: wohldefinierte Berechnungsvorschrift, welche aus
Eingabedaten (input) Ausgabedaten (output) berechnet.
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Beispiele fur Probleme in der Algorithmik

m Tabellen und Statistiken: Suchen, Auswéahlen und Sortieren

m Routenplanung: Kirzeste Wege Algorithmus, Heap Datenstruktur
m DNA Matching: Dynamic Programming

m Auswertungsreihenfolge: Topologische Sortierung

m Autovervollstandigung: Worterblcher/Baume

m Schnelles Nachschlagen : Hash-Tabellen

|

Der Handlungsreisende: Dynamische Programmierung, Minimal
aufspannender Baum, Simulated Annealing,
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Charakteristik

m Extrem grosse Anzahl potentieller Losungen
m Praktische Anwendung

Effizienz

lllusion:

m Waren Rechner unendlich schnell und hatten unendlich viel
Speicher ...

m ... dann brauchten wir die Theorie der Algorithmen (nur) far
Aussagen Uber Korrektheit (incl. Terminierung).

Realitat: Ressourcen sind beschrankt und nicht umsonst:

m Rechenzeit — Effizienz
m Speicherplatz — Effizienz

Eigentlich geht es in diesem Kurs nur um Effizienz.
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Datenstrukturen

m Eine Datenstruktur organisiert Daten ; NIKLAUS WiRTH
so in einem Computer, dass man sie
(in den darauf operierenden
Algorithmen) effizient nutzen kann.

m Programme = Algorithmen +
Datenstrukturen.

2. Effizienz von Algorithmen

Effizienz von Algorithmen, Random Access Machine Modell,
Funktionenwachstum, Asymptotik [Cormen et al, Kap. 2.2,3,4.2-4.4 |
Ottman/Widmayer, Kap. 1.1]
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Effizienz von Algorithmen

Ziele

m Laufzeitverhalten eines Algorithmus maschinenunabhangig
quantifizieren.

m Effizienz von Algorithmen vergleichen.
m Abh&angigkeit von der Eingabegrdsse verstehen.

Technologiemodell

Random Access Machine (RAM)

m Ausfihrungsmodell: Instruktionen werden der Reihe nach (auf
einem Prozessorkern) ausgefuhrt.

m Speichermodell: Konstante Zugriffszeit (grosses Array)

m Elementare Operationen: Rechenoperation (+,—,-,...) ,
Vergleichsoperationen, Zuweisung / Kopieroperation auf
Maschinenworten (Registern), Flusskontrolle (Springe)

m Einheitskostenmodell: elementare Operation hat Kosten 1.

m Datentypen: Fundamentaltypen wie gréssenbeschrankte
Ganzzahl oder Fliesskommazahl.

Programme und Algorithmen

Technologie

Programm

lmpementiert in

Programmiersprache

lspezifiziert far

Computer

Pointer Machine Modell

Wir nehmen an

Abstraktion

Algorithmus

spezifiziert inl

Pseudo-Code

basiert aufl

Berechnungsmodell

m Objekte beschrankter Grésse kénnen dynamisch erzeugt werden

in konstanter Zeit 1.

m Auf Felder (mit Wortgrésse) der Objekte kann in konstanter Zeit 1

zugegriffen werden.

top—— Ty &—— Tp—1 O-----

»T1 e—— null
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Asymptotisches Verhalten

Genaue Laufzeit eines Algorithmus Iasst sich selbst fiir kleine
Eingabedaten kaum voraussagen.

m Betrachten das asymptotische Verhalten eines Algorithmus.
m Ignorieren alle konstanten Faktoren.

Beispiel

Eine Operation mit Kosten 20 ist genauso gut wie eine mit Kosten 1.
Lineares Wachstum mit Steigung 5 ist genauso gut wie lineares
Wachstum mit Steigung 1.
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2.2 Funktionenwachstum

0, 0, Q [Cormen et al, Kap. 3; Ottman/Widmayer, Kap. 1.1]
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Algorithmen, Programme und Laufzeit

Programm: Konkrete Implementation eines Algorithmus.

Laufzeit des Programmes: messbarer Wert auf einer konkreten
Maschine. Kann sowohl nach oben, wie auch nach unten
abgeschatzt werden.

Beispiel
Rechner mit 3 GHz. Maximale Anzahl Operationen pro Taktzyklus (z.B. 8). =

untere Schranke.
Einzelne Operation dauert mit Sicherheit nie langer als ein Tag = obere Schranke.

Hinsichtlich des asymptotischen Verhaltens des Programmes
spielen die Schranken keine Rolle.

Oberflachlich

Verwende die asymptotische Notation zur Kennzeichnung der
Laufzeit von Algorithmen

Wir schreiben ©(n?) und meinen, dass der Algorithmus sich fir
grosse n wie n? verhalt: verdoppelt sich die Problemgrosse, so
vervierfacht sich die Laufzeit.



Genauer: Asymptotische obere Schranke

Gegeben: Funktion g : N — R.
Definition:’

O(g) ={f:N—=R|
dec>0,dnp € N :
Vn>nyg:0< f(n)<c-g(n)}

Schreibweise:

' Ausgesprochen: Menge aller reellwertiger Funktionen f : N — IR fiir die gilt: es gibt ein (reellwertiges) ¢ > 0 und ein
no € Nsodass 0 < f(n) <n-g(n)furalle n > nop.
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Beispiele

O(@) ={fN=>R|Jec>0,Ing e N:Vn>ny:0< f(n) <c-g(n)}

f(n) f € O(?) Beispiel
3n+4 O(n) c=4,n9=14
2n O(n) c=2,n9=0
n?+100n O(n?) c=2,n9=100
n++vn  O(n) c=2ny=1
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Anschauung

Eigenschaft

f1€0(9), f2€0(9) = fi+ f2 € O(g)
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Umkehrung: Asymptotische untere Schranke

Gegeben: Funktion g : N — R.
Definition:

Qg) ={f: N = R|
dc¢>0,dng € N :
Vn>nyg:0<c-g(n)<f(n)}

Asymptotisch scharfe Schranke

Gegeben Funktion g : N — R.
Definition:

©(g) == Qg) N O(9).

Einfache, geschlossene Form: Ubung.
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Beispiel
.heﬂm) fe€Qg)
g(n) =n
ng
Beispiel
g(n) = n*

feoem?)

h(n) =0.5-n?
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Wachstumsbezeichnungen

Array-Zugriff

Binare sortierte Suche interpoliert

Binare sortierte Suche

Primzahltest (naiv)

Unsortierte naive Suche

Gute Sortieralgorithmen

Einfache Sortieralgorithmen
Matrixmultiplikation

Travelling Salesman Dynamic Programming
Travelling Salesman naiv
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\V]

o(1) beschrankt
O(loglogn) doppelt logarithmisch
O(logn) logarithmisch
O(y/n) wie die Wurzelfunktion
O(n) linear
O(nlogn)  superlinear/ loglinear
O(n?) quadratisch
O(n®) polynomial
o2 exponentiell
O(n!) faktoriell
Grossere n
100
1 1
0.8 1
0.6 |
0.4}
0.2 |
5) 10

15 20 logn
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Kleine n

“Grosse” n
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Logarithmen!

1,000 5 g

800 |
600 |
400
nlogn
200 |
n
logn

10 20 30 40 50
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Nutzliches

Theorem
Seien f,g: N — R™ zwei Funktionen. Dann gilt:

limy o0 325 = 0= f € O(9), O(f) € O(g).
lim,, o0 % = C > 0 (C konstant) = f € O(g).

i = 0 =g€0(f), 0(g) € Of).

)
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Zeitbedarf

Annahme: 1 Operation = 1us.

Problemgrésse 1 100 10000 106 10°

log, n lus Tus 13us 20us 30us

n 1us 100us 1/100s 1s 17 Minuten
nlog, n lus 700us 13/100us 20s 8.5 Stunden
n? lus  1/100s 1.7 Minuten 11.5 Tage 317 Jahrhund.
2m 1ps 10 Jahrh. R 00 /00 R2 00
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Zur Notation

Ubliche informelle Schreibweise

f=0(g)
ist zu verstehen als f € O(g).
Es gilt namlich

fi=0(9), f2=0(9) 7 fr = f!

Beispiel
n = O(n?),n* = O(n?) aber natlirlich n # n?

Wir vermeiden diese Schreibweise, wo sie zu Mehrdeutigkeiten
fihren kénnte.
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Erinnerung: Java Collections / Maps

Interface

~
Collection
[ \

[ Queue M List M Set }
[ HashMap J[ TreeMap ]

LinkedHashMap
[ HashSet ] \class
N\
[ TreeSet }[LinkedHashSet]

SortedMap

PriorityQueue [ ArrayList ]

LinkedList
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Erinnerung: Entscheidungshiife

cnisse!

s @
M

’ ArrayList ’ ’LinkedList’ [PriorityQueue’ ’ TreeSet ’ ’LinkedHashSet’
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ArrayList versus LinkedList

Laufzeitmessungen fir 10000 Operationen (auf [code]expert)

Einflgen am Ende
Einfligen am Anfang

lterieren

Wabhlfreier Zugriff
Einflgen in der Mitte
Enthalt (erfolgreich)
Enthalt (erfolglos)
Entfernen am Ende
Entfernen am Anfang

Asymptotische Laufzeiten

Mit unserer neuen Sprache (2, O, ©) kénnen wir das Verhalten der

Arraylist

469us
37900us
1840us
426
31ms
38ms
228ms
648 us
58075us

LinkedList
1787 us
761 s
2050us

110600pus
301ms
141ms
1080ms
757 us
609 s

Datenstrukturen und ihrer Algorithmen prézisieren.

Asymptotische Laufzeiten (Vorgriff!)

Datenstruktur || Wabhlfreier| Einfligen | Nachstes | Einfligen | Suchen
Zugriff nach
Element
ArrayList O(1) O(1)A O(1) O(n) O(n)
LinkedList || O(n) O(1) O(1) O(1) O(n)
TreeSet - O(logn) | O(logn) |- O(logn)
HashSet - (1) P - - O(1) P

A= amortisiert, P= erwartet, sonst schlechtester Fall (,worst case”)
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