Komplexitat eines Algorithmus, Gréssenordnung, Landau-Symbole,
Beispiel einer Komplexitatsberechnung (Mergesort)

4. KOMPLEXITAT
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Komplexitat eines Algorithmus

Algorithmen verbrauchen Ressourcen
= Rechenzeit

0 Speicher Zunehmend wichtig. Aber

zu kompliziert flr diese
Vorlesung

= (Energie)
Wichtiges Ziel: Ressourcenverbrauch minimieren

= Beispiel einer Frage: Wie hoch ist der
Ressourcenverbrauch beim Berechnen des
Medians mit Mergesort?

» Prazisierte Frage: Im besten Fall, im
schlechtesten Fall, im Durchschnitt?

Quelle: Vorlesung Informatik Il D-ITET, Prof. Mattern



Begriffe
= Betrachten Probleme mit einem gewissen

Problemumfang n
= Anzahl Eingabewerte, Anzahl der Bits der Eingabe

= Aufwand (Zeit / Speicherplatz) typischerweise
von n abhangig

« Wird daher als Funktion f(n) angegeben

= Beim Zeitaufwand wird i.A. von konstanten
Faktoren abstrahiert

= 2.B. f(n) = nlogn statt (genauer) 3 + 7 nlogn

= Beim Speicherverbrauch wird oft nicht von
Konstanten abstrahiert



Begriffe

Oft ist der Aufwand eines Algorithmus nicht nur von der
Problemgrésse n, sondern von den konkreten Eingabewerten (bzw.
deren Reihenfolge) abhangig, daher unterscheidet man:

gunstigster Fall (,best case®)
mittlerer Fall (,average case®)

ungunstigster Fall (,worst case®)

Oft ist man nur am (i.Allg. leichter zu bestimmenden)
asymptotischen Aufwand (fir n — oo) als Funktion von n interessiert

Achtung: fir ,kleine“ n kann ein Algorithmus mit schlechterem
asymptotischen Aufwand besser sein (— break even points)!

Komplexitat eines Problems = geringstmoglicher Aufwand, der mit
dem daflr besten Lésungsalgorithmus erreicht werden kann

Manche Probleme sind inharent aufwendig / schwierig / ,komplex*



Komplexitatsgrossenordnung

= Zweck: Angabe der Gréssenordnung der
Komplexitat eines Algorithmus als Funktion der
Eingabegrisse

= Zeitkomplexitat meist Anzahl "Schritte”
= Von unwesentlichen Konstanten wird abstrahiert

= Schreibweise Man sagt
- 0(1) konstant 7 "Gréssenordnung x"
"O von x"
= O(logn) logarithmisch "Gross-O von x"
= 0(n) linear - "gut”
5 .
= 0(n°) quadratisch O(X)
- 0(n*),k>0 polynomial

= 0(c™) exponentiell | "bése"



Gross-O Notation

Wir sagen ein Algorithmus f ist O(g) (oder "von
der Ordnung g") wenn fur die exakte Komplexitat
von f qilt:

Es gibt eine Konstante c und eine positive ganze
Zahl n,, so dass f(n) < c- g(n) fur alle n > n, gilt.

* Rechenzeit c-g(n)

f(n) Asymptotische Aussage.
Charakterisiert meist nicht
Verhalten fur kleine
Problemgrossen.




Laufzeiten und Problemgrossen

far kleine
Problemgrossen

Zn

nlogn

140



Laufzeiten und Problemgrossen

x 10
10

fOr grossere
Problemgrossen

Zn

= nlogn
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Zeitbedarf bei vergrossertem Problemumfang

= Beispiel: Bei 1us fOr n=1

n=1 n=100 n=10000 n=10°
logn 1 us 7 US 13 us 20 us
n 1 us 100 us 0.01s 1ls
n? 1us 0.01s 1.7 min 11.5 Tage
2n 1 us 10** Jahrh. ~ 0 ~ 00




Eine gute Strategie?

Dann kaufe ich mir eben eine bessere Maschine

Wenn ich heute ein Problem der Gréssenordnung N I6sen
kann, dann kann ich mit einer zehn mal (!) so schnellen
Maschine ...

f(n) alter und neuer Problemumfang

logn N > N*10

n N> 10N

nlogn N - fast 10N (- 10N fur N — o0)
nh"2 N->V10N ~3.16 N

n"3 N > 105N ~ 2.15 N

2°n N >N +log,10 ~ N + 3.3



Komplexitatsklassen formeller*

Etwas formeller bezeichnet das Landau-Symbol
O(f) ={h|3c>0,any E N:Vn > ny:h(n) < cf(n)}
eigentlich eine Klasse von Funktionen.

Man schreibt zwar manchmal salopp g = 0(f),
meint jedoch g € O(f)

Es gibt auch Beschrankung von unten
Q(f) = {h|3c > 0, fiir unendlich viele n: h(n) = cf(n)}

und "beides”
0(f) = Q(f) N o(f)



Beispiel einer Komplexitatsberechnung

= Mergesort, vereinfachende Annahme: n = 2¢

zur Erinnerung:
413812951

split
4 1318111121951

split
413118111 1219]|5]1

split
41131181111 12]|19]|5]]|1

merge

merge

merge




Beispiel einer Komplexitatsberechnung

= Aufwand fir Merge:
T(n) =n+2-T(§),Wennn> 1
T(1) =1

Warum?

= Komplexitatsberechnung Rekursion - lteration

T(24) =2%+42-T(2%1)

=2%42-(2971+27(2972))

=2%94+2- (291 +2-(2972+2-T(2973))
=20.2¢421.28-1 4 22.2d2 4 ...4 2d-1.2 4 24T(1)
=2%.d+2%=nlog,n+n

=0(nlogn
( g”) d Terme



Beispiel einer Komplexitatsberechnung

Wenn man die Formel n + nlogn aufgrund der
Problemstruktur schon erraten hat, dann kann man
auch induktiv beweisen:

= Behauptung
nlogn ist eine LOsung der Rekursionsgleichung

n
2T\{=] fall 1
T(n) :{n+ (2) allsn >

1 fallsn =1
= |nduktion
= Anfang: T(1) =14+ 1logl =1 Klar
. Schritt: T(n) =n+2T (g)
=n+2(§+glog§) =n+n+n(llogn—1) =n+nlogn v



