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Ablauf des Ubungsbetriebes
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Vorbesprechung Nachbesprechung

m Ubungsblattausgabe zur Vorlesung (online).

m Vorbesprechung in der folgenden Ubung.

m Bearbeitung der Ubung bis spatestens am Tag vor der nachsten Ubungsstunde
(23:59h).

m Nachbesprechung der Ubung in der nachsten Ubungsstunde. Feedback zu den
Abgaben innerhalb einer Woche nach Nachbesprechung.
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m Was ist ein Problem?
m Was ist ein Algorithmus?

=» wohldefinierte Berechnungsvorschrift, welche aus Eingabedaten (input)
Ausgabedaten (output) berechnet.

m Was ist ein Programm?

=» Konkrete Implementation eines Algorithmus.



Probleme, Algorithmen und Programme

[ Problem ]
llést ein

[ Algorithmus ]
‘implementiert einen

[ Programm ]




[ Problem ]

kann von mehreren gelost werden

[ Algorilthmen ]

kann auf mehre Arten implementiert werden

[ Prog?amm ]




Programm
Algorithmus

Problem

Laufzeit
Kosten

Komplexitat

Messbarer Wert auf einer konkreten Maschine.
Anzahl Elementaroperationen

Minimale (asymptotische) Kosten iber alle Algo-
rithmen, die das Problem losen.



Programm Laufzeit Messbarer Wert auf einer konkreten Maschine.
Algorithmus  Kosten Anzahl Elementaroperationen
Problem Komplexitdat Minimale (asymptotische) Kosten Uber alle Algo-

rithmen, die das Problem losen.

=» Abschatzen von Kosten oder Laufzeit abhangig von der Eingabegrosse n.
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Asymptotisches Verhalten

m Was sind ©(g(n)), ©(g(n)), O(g(n))?
=» Mengen von Funktionen!

Teilmenge ACB
echte Teilmenge A ¢ B
Schnittmenge ANB



Asymptotisches Verhalten

Gegeben Funktion f: N — R.
Definition:

O(g)={f N=>R|Fc>0,ng e NIVn >ng:0< f(n)<c-g
Qg)={f:N—=R|Fc>0,n0 e NVn >ny:0<c-g(n) < f(n)
O(9) = O(9) N g)

Intuition:

f € O(g): (Laufzeit) f wachst asymptotisch nicht mehr als g. Algorithmus

mit Laufzeit f ist nicht schlechter als einer mit g.

f € Q(g): (Laufzeit) f wachst asymptotisch nicht weniger als g.

Algorithmus mit Laufzeit f ist nicht besser als einer mit g.

f € O(g): f wachst asymptotisch gleich schnell wie g. Algorithmus mit
Laufzeit f ist gleich gut wie einer mit g. s



Etwas seltener verwendet

Gegeben Funktion f: N — R.
Definition:

O(@)={fN=R|Fc>0,n0 e NVn>ng:0< f(n) <c-g(n)}
<c

olg) ={f N = R|Ve>03ng € N|Vn >ny:0< f(n) ~g(n)}
Qg)={f:N—=R|FIc>0,n e NVn>ny:0<c-g(n) < f(n)}
wlg)={f  N=>R|Ve>03ng € NI¥n >np:0<c-g(n) < f(n)}

f € o(g): f wachst echt langsamer als g
f € w(g): fwachst echt schneller als g



Nutzliches furs Aufgabenblatt

1 lim, e L8 = 0 = f € O(g), O(f) S O(9)-

g(n)

2. limy, e % = C > 0 (C konstant) = f € ©(y).

3. 08— oo= g€ O(f) Og) C O).

g(n)



Nutzliches furs Aufgabenblatt

1 lim, o Z8 = 0= f € O(g), O(f) € O(g).

2. limy 00 £ ﬂ = C > 0 (C konstant) = f € ©(y).

3. 08— oo= g€ O(f) Og) C O).

Example 2

1. lim, e 75 = 0= n € O(n?), O(n) C O(n?).
2. limn_m?—2>02>2n6 n).
3.%2njoooo:>n€(’)(n) O(n) € O(n?).



f1€0(g), f2€ O(g) = f + fo € O(g)



O@)={fN—=>R|Fc>0,Ing e N:Vn>ny:0< f(n) <c-g(n)}

f(n) feO(?) Beispiel
3n + 4

2n

n? 4+ 100n

n+n
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f(n) feO(?) Beispiel
3n+4 O(n) c=4,ny=4
2n O(n) c=2,n9=0
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O@)={fN—=>R|Fc>0,Ing e N:Vn>ny:0< f(n) <c-g(n)}

f(n) feO(?) Beispiel
3n+4 O(n) c=4,ny=4
2n n c=2,n9=0

O(n)
n?+100n  O(n?) c=2,n9 =100
n++/n O(n) c=2np=1






mneOn?



m n € O(n?) korrekt, aber ungenau:



m n € O(n?) korrekt, aber ungenau:
n € O(n) und sogar n € O(n).






m 3n? € O(2n?)



m 3n? € O(2n?) korrekt, aber uniblich:



m 3n? € O(2n?) korrekt, aber uniblich:
Konstanten weglasssen: 3n? € O(n?).






m 2n* € O(n)



m 2n? € O(n) ist falsch:



m 2n? € O(n) ist falsch: % =2n — ool









m O(n) C O(n?) ist korrekt



m O(n) C O(n?) ist korrekt






m O(n) C O(n?) ist falsch:



m O(n) C O(n?) istfalsch: n ¢ Q(n?) D O(n?)
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Eine gute Strategie?

.. dann kaufe ich mir eben eine neue Maschine! Wenn ich heute ein
Problem der Grosse n losen kann, dann kann ich mit einer 10 oder 100 mal
so schnellen Maschine...

Komplexitat (speed x10) (speed x100)

loga n n — n'0 n — nt00
n n— 10-n n — 100 - n
n2

2n

16



Eine gute Strategie?

.. dann kaufe ich mir eben eine neue Maschine! Wenn ich heute ein
Problem der Grosse n losen kann, dann kann ich mit einer 10 oder 100 mal

so schnellen Maschine...

Komplexitat (speed x10)

(speed x100)

loga n n — n'0
n n—10-n
n? n—3.16-n

2n

n — nt00

n — 100 -n

n—10-n

16



Eine gute Strategie?

... dann kaufe ich mir eben eine neue Maschine! Wenn ich heute ein
Problem der Grosse n losen kann, dann kann ich mit einer 10 oder 100 mal
so schnellen Maschine... '

Komplexitat (speed x10) (speed x100)

logy n n — n'0 n — nt00

n n—10-n n — 100 -n
n? n—-316-n n—10-n
2 n—n-+332 n—n+6.64

TUm das zu sehen, setzt man jeweils f(n') = ¢ - f(n) (c = 10 oder ¢ = 100) und l6st

nach n’ auf.
16
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Asymptotische Laufzeiten mit ©

void run(int n){
for (int i = 1; i<n; ++i){
opQ;
for (int j = i; j<m; ++j)
opQ;
}
}

Wie oft wird op() in Abhangigkeit von n aufgerufen?

20



Asymptotische Laufzeiten mit ©

void run(int n){
for (int i = 1; i<n; ++i){
opQ;
for (int j = 1; j<ixi; ++j)
opQ;
}
}

Wie oft wird op() in Abhangigkeit von n aufgerufen?

21



Asymptotische Laufzeiten mit ©

void run(int n){
for(int i = 1; i <= n; ++i)
for(int j = 1; j*j <= n; ++j)
for(int k¥ = n; k >= 2; --k)
opQ;
}

Wie oft wird op() in Abhangigkeit von n aufgerufen?

22



Asymptotische Laufzeiten mit ©

int f(int n){
i=1;
while (i <= n*n*n){
i = i%2;
}

return 1i;

}
Wie oft wird op() in Abhangigkeit von n aufgerufen?

23



3. Programmieraufgabe

Vorbereitende Bemerkungen fiir die Programmieraufgaben (Prefix Sum in
2D)

2%



Summe in Subarray (naiver Algorithmus)

Input: Eine Folge von n Zahlen (ag,ai,...,a,—1) und Subintervall I = [xq, z1]
Output: Y7t

i=xo &
S+ 0
for i € {zg,...,z1} do
L S<—S+ai

return S

25



Summe in Subarray (naiver Algorithmus)

Input: Eine Folge von n Zahlen (ag,ai,...,a,—1) und Subintervall I = [xq, z1]

Output: > 72

S+ 0
fOriE{l’o,...,.’El} do
L S(—S—FCLZ

return S

Idee der Hausaufgabe

m Benutze die Prafixsumme um fur beliebige Subintervalle die Summe
mit konstant beschrankter Laufzeit zu berechnen.

m Verallgemeinere fiir zwei Dimensionen.

120

25



4, Anhang

Einige Formeln mit Herleitung

26



c
3]
=
=
>
p)

=[]

o

tS

27



Summen
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Summen

z”:i _n-(n+1)
=0 2

Warum?

Intuition

14+ ...4+100=(1+100) 4+ (2+99) + (34+98) + ... + (50 + 51)
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Summen

z”:i:n~(n+1)

1=0 2

Warum?
Intuition

14+ ...4+100=(1+100) 4+ (2+99) + (34+98) + ... + (50 + 51)

Formaler?
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Summen
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Summen
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Summen

"o, n(n+1)2n+1)

9
2= 6

29



Summen

é}lz _ n(n + 1)6(2n +1)

Das muss man nicht auswendig wissen. Aber man sollte
wissen, dass es ein Polynom dritten Grades in n ist

29



Wie kommt man darauf?

30



Wie kommt man darauf? Interessanter Trick: Einerseits

n

n n n—1
Zi?’ Z@—l Zz?’ Zi3:
=1 =0 =0

1=0

30



Wie kommt man darauf? Interessanter Trick: Einerseits

n

n n n—1
Z i3 — Z 71— 1 Z - Z i3 =
] i=1 =0 =0

(i —1)°

n n

N
|
g
I
b
]
NE

= i?—(—-1P=>3--3-i+1

=1 =1

30



Exponenten und Logarithmen

log,y=r<a"=y (a>0,y>0)

a”-a¥ =7 log,(z - y) =7
T
x
L9 log, — =?
ay Y
a”¥ =7 log, 2% =7
log, n! =7

log, x =7 a8 =7

31
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Exponenten und Logarithmen

log,y=r<a"=y (a>0,y>0)
a®-a¥ = a""Y log,(z - y) = log, = + log, y
T

af — ax—y loga E :?
ay Y
a®? = (a”)¥ log, z¥ =7

log, n! =7

log;, —7

log, x =7 a
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Exponenten und Logarithmen

log,y=r<a"=y (a>0,y>0)
a®-a¥ =a*tY log,(x - y) = log, x + log, y
xr
4 a” Y log,, Lo log, x —log, y
a¥y Y

a®? = (a")? log, ¥ =7
log, n! =7
logy, « —?

log, x =7 a
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ay Y
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Exponenten und Logarithmen

log,y=r<a"=y (a>0,y>0)

a®-a¥ = a*tY log,(x - y) = log, x + log, y
x
gy log,, Lo log, x —log, y
a¥y Y
a®¥ = (a")? log, ¥ = ylog, ©
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Exponenten und Logarithmen

log,y=r<a"=y (a>0,y>0)

log, (- y) = log, x + log, y
x
2 loga E = loga T — loga Yy
Y
log, z¥ = ylog,

log, n! = Zlogi
i=1

log, z = log, a - log, © a'os® =7
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log, (- y) = log, x + log, y
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Y
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Exponenten und Logarithmen

log,y=r<a"=y (a>0,y>0)

log, (- y) = log, x + log, y
x
2 loga E = loga T — loga Yy
Y
log, z¥ = ylog,

log, n! = Zlogi
i=1

log, © = log, a - log, « alos® = glosve

Letzteres sieht man durch Einsetzen von x — a!°8«®

31



32



32



10000

N n—oo

33



10000

— 0

on n—oo

33



d>1,¢>0
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d>1,¢>0
nC
— — 0
dn n—oo
denn
n¢ 210g2 ne

c-logg n—nlog, d

% - 9log, d™
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n
—7
log n n—oo
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log n n—oo
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2
log, 1 0

\/ﬁ n—oo’
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1 2
%82,

\/ﬁ n—00
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1 2
B2 g

\/ﬁ n—00

log, n? = 2log, n

\/ﬁ = n1/2 = 210g2 nt/? = (\/5)10g2n

logn® _ logyn
\/ﬁ o (\/§> log, n

verhalt sich wegen log, n — oo fur n — oo wie ZW
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