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Verwenden Sie die Notation, Algorithmen und Use notation, algorithms, and data struc-
Datenstrukturen aus der Vorlesung. Falls Sie tures from the course. If you use a diffe-
eine andere Herangehensweise wahlen, er- rent approach, explain your answers in a
klaren Sie lhre Antworten in nachvollziehbarer comprehensible way!

Weise!

Aufgabe 1: Verschiedenes (30P)

/8P (a) Kreuzen Sie an, ob die folgenden Aussagen Mark if the following statements are true
wahr oder falsch sind. or false.
Wenn f(n) € ©(g(n)) und g(n) € ©(h(n)), dann h(n) € O(f(n)). vWahr / True

/ If f(n) € ©(g(n)) and g(n) € O(h(n)), then h(n) € O(f(n)). OFalsch / False

Wenn f(n) € O(g(n)) und g(n) € O(h(n)), dann h(n) € Q(f(n)). vWahr / True
/ If f(n) € O(g(n)) and g(n) € O(h(n)), then h(n) € Q(f(n)). OFalsch / False

Wahr / True
2n+1 — O(Qn) \/ /

(OFalsch / False

(OWahr / True
22n+1 — O(2n)
/Falsch / False

Fir einen ungerichteten Graphen mit negativen Kantengewichten

findet der Algorithmus von Dijkstra einen kirzesten Pfad zwischen OWahr / True
zwei Knoten immer korrekt. / Given an undirected graph with
negative edge weights, Dijkstra’s algorithm always finds a shortest V/Falsch / False

path between two nodes correctly.

Bei der Technik des Memoisierens im Zusammenhang mit dynami-

scher Programmierung wird die asymptotische Laufzeit zu Lasten VWahr / True
eines hoheren Speicherplatzverbrauches verringert. / The memoi-
zation technique in dynamic programming decreases the asymptotic (OFalsch / False

runtime of an algorithm by increasing the memory consumption.

Seien W (n) und A(n) die Laufzeit eines Algorithmus zur Problem-

grosse n im schlechtesten Fall bzw. im Durchschnitt. Dann gilt OWahr / True
A(n) € ©(W(n)) / Let W(n) and A(n) denote the worst-case
and average-case running time of an algorithm executed on an input V/Falsch / False

of size n respectively. Then, A(n) € ©(W(n))
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Randomisiertes Quicksort ist eine Variante des Quicksortalgorith-
mus, bei dem der Pivot zufallig gewahlt wird. Die asymptotische

Laufzeit im schlechtesten Falle fur das Sortieren von n Zahlen be-

OWahr / True

tragt damit O(nlogn) / Randomized quicksort is a variant of the

quicksort algorithm, where the pivot is chosen randomly. The worst-

case asymptotic runtime of sorting m numbers using randomized

quicksort is O(nlogn).

V/Falsch / False

Die Nebenreihenfolgeausgabe eines binaren

Suchbaumes sei

Finden Sie die Hauptreihenfolge.

Let the post-order traversal output of a
binary search tree be

1,2,6,4,12,13,11,7

Find the pre-order traversal.

/3P

Hauptreihenfolge / pre-order traversal:7,4,2,1,6,11,13,12

Gegeben sind acht Buchstaben mit re-
lativer Haufigkeit (Anzahl Zugriffe) wie
folgt. Erstellen Sie mit Hilfe des Huffman-
Algorithmus einen optimalen Codierungs-
baum. Tragen Sie den resultierenden Code

in der Tabelle ein.

Eight characters (keys) with relative fre-
quency (number accesses) are given as
follows. Using the Huffman algorithm
provide an optimal code tree. Enter the
corresponding code into the table.

/3P

char a b C d
freq 51 55 30 11
Code | | 401 010 0001 00001
char e f g h
freq 65 200 6 2
code || o4 1 000001 000000
32U
220
/
100
/
49
/
19
) \
8 120
2(h) 6(g) 11(d) 30(c) 51(a) 55(b) 65(e) 200(f)
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Eine Hashtabelle mit 10 Eintragen verwendet
offene Adressierung mit der Hash-Funktion
h(k) = k mod 10, mit linearer Sondierung
(Sondierung geht nach rechts). Nachdem
sechs Werte in die initial leere Hashtabelle
eingefligt wurden, sieht die Hashtabelle wie
folgt aus.

A hash table of length 10 uses open
addressing with hash function h(k) =
k mod 10, and linear probing (probing
goes to the right). After inserting 6 va-
lues into an empty hash table, the table
is as shown below.

0 1 2 3 4

5 6 7 8 9

8 78 53 13

88 49

Welche der folgenden Moglichkeiten bezeich-
nen/bezeichnet jeweils eine Reihenfolge, in
der die Schlissel in die Hashtabelle eingefiillt
werden konnten?

88, 53, 49, 13, 8, 78
88, 53, 13, 49, 78, 8
88, 49, 8, 78, 13, 53
53, 49, 88, 13, 8, 78

Which of the following choice(s) give
possible order(s) in which the key values
could have been inserted in the table?

(A, D)

Sei T ein bindrer Suchbaum mit 15 Kno-
ten. Bestimmen Sie die minimal und maxi-
mal mogliche Hohe von T (wahlen Sie die
zugehorige Option). Geben Sie die Falle an,
in denen diese maximalen und minimalen
Hohen auftreten. (Ein Baum mit nur einem
Knoten habe die Hohe 0).

Let T be a binary search tree with 15
nodes. Specify the option that provides
minimum and maximum possible heights
of T'. Specify cases when these maximum
and minimum heights occur. (A tree with
a single node has height 0).

(A) 4,15
(B) 3,14
(C) 4, 14
(D) 3,15
B. 3, 14

The minimum when it is a full complete tree :
The maximum height of a binary search tree will be when the tree is
fully skewed, max height is n—1=14

loga(15+1)—1=3
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(f) Sei G = (V,E) ein zusammenhéngender,
ungerichteter kantengewichteter Graph. Die
Gewichte der Kanten in F seien positiv und
paarweise verschieden. Betrachten Sie die
folgenden Aussagen:

(I) Der minimale Spannbaum von G ist
immer eindeutig.

(I1)  Der kiirzeste Pfad zwischen zwei be-
liebigen Knoten von G ist immer ein-
deutig.

Was stimmt?

(A) Nurl / Ionly

(B) Nur Il / I only

(C) lund Il / Both | and Il

(D) Weder | noch Il / Neither | nor Il

Let G = (V, E) be any connected undi-
rected edge-weighted graph. The weights
of the edges in E are positive and
distinct. Consider the following state-
ments:

(I) The minimum spanning Tree of
G is always unique.

(Il) The shortest path between any
two vertices of G is always unique.

What is true?

/2P

A. T only

(g) Gegeben sei ein ungerichteter Zufallsgraph
mit acht Knoten. Die Wahrscheinlichkeit,
dass zwischen einem Eckpunktpaar eine Kan-
te liegt, betrage 1/2. Was ist die erwartete
Anzahl ungeordneter Kreise der Lange drei?
Geben Sie eine kurze Begriindung.

(A) 1/8
(B) 1
€ 7
(D) 8

Consider an undirected random graph of
eight vertices. The probability that the-
re is an edge between a pair of vertices is
1/2. What is the expected number of un-
ordered cycles of length three? Provide
a short justification.

/3P

A cycle of length three can be formed with three vertices. There can
be a total of 8C3 ways to pick three vertices from 8. The probability
that there is an edge between two vertices is 1/2. So expected number
of unordered cycles of length 3 = (2) x (1/2)3 =7
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/6P | (h)  Gegeben ist das folgende Flussnetzwerk G Provided in the following is a flow net-

mit Quelle s und Senke ¢. Die einzelnen Ka- work GG with source s and sink t. Capa-
pazitaten ¢; und Flisse ¢; sind an den Kan- cities ¢; and flows ¢; are provided at the
ten angegeben als ¢;|¢;. Geben Sie den Wert edges as c¢;|¢;. Provide the value of the
des Flusses f an. flow f.
U1
412 3/3
s 21 t
44 53
V2
f1= 6
Zeichnen Sie nun das Restnetzwerk Gy zu Draw the residual network G'; to the flow
obigem Fluss und markieren Sie darin einen above and mark an augmenting path p.
Erweiterungspfad p. Geben Sie den Wert Provide the rest capacity cs(p) of the
cf(p) der Restkapazitat des Erweiterungs- path p in the rest network G'5.

pfades p im Restnetzwerk G'; an.

s il |1 t lcr(p)| = 1

Woran sehen Sie, dass Sie den maximalen How do you see that you have found the
Fluss gefunden haben 7 maximum flow?

Das Restnetzwerk hat keinen Erweiterungspfad mehr.
Alternativ: Identifiziere Schnitt mit |c¢(S,T)| = |f|
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Aufgabe 2: Asymptotik (16P)

Geben Sie fiir die untenstehenden Funktio-
nen eine Reihenfolge an, so dass folgendes
gilt: Wenn eine Funktion f links von einer
Funktion g steht, dann gilt f € O(g).
Beispiel: die drei Funktionen n3, n® und n’
sind bereits in der entsprechenden Reihenfol-
ge, dan® € O(n®) und n® € O(n").

Provide an order for the following func-
tions such that the following holds: If a
function f is left of a function g then it
holds that f € O(g).

Example: the functions n®, n®> and n” are
already in the respective order because

n® € O(n®) and n® € O(n").

3

/3P

n* V2n, n+ 10, n*logs(n). 10", n™, 100", n’logs(n)

\/2n n + 10

n?logz(n) || n25

n3loga(n)|| 10" 100™ n"

Gegeben sei die folgende Rekursionsglei-
chung:

1

T(n) = {T(g)+n, n>1

Leiten Sie eine geschlossene (nicht rekursi-
ve), einfache Formel fiir T'(n) her. Nehmen
Sie an, dass es ein k € IN gibt mit 28 = n.
Hinweis:

Fiir ¢ # 1 gilt Y% ,¢' = ¢

k+1_q
qg—1 ~

Consider the following recursion equati-
on:

n=1

Derive a closed (non-recursive), simple
formula for T'(n). Assume that there is
some k € IN for which 2% = n.
Hint:

For q # 1 it holds that % ¢' =

1,qk'+1
1—q -~

/4P

T(n)=T(n/2)+n

=2n —1

=T(n/4)+n/2+n

=T(n/2%) +n/2" 14+ 4n
—14+n/2"1 ... 4n
=n/2F 4+ /2"t 4. 4
=n(l+1/2+---+1/2%)

1— (1/2)k+1
=y )
=2n(1— 21n)
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Geben Sie die asymptotische Laufzeit von Provide the asymptotic running time of
f(n) in Abhangigkeit von n moglichst knapp f(n) as a function of n as tight and pre-
und prazise an. cise as possible.
/2P| (c)
int f(int n){
if (n==1){ Asymptotische Laufzeit von f / Asymptotic
return 1 ) Running time of f
} else {
return f(n/2) + 1
) O(log(n)
}
/2P | (d)
int f(int n){
if (n<=1){
return 1: Asymptotische Laufzeit von f / Asymptotic
} else { Running time of f
int x = f(n-1)*f(n-1);
return x; o(2")
}
}
/2P| (e)

int f(int n){
int q = 0;
for (int i =

for (int j =n; j > 1; j = 3/2)
++q;
} O(n -logn)

return q;

1; i<n; ++1)4{ Asymptotische Laufzeit von f / Asymptotic
Running time of f
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(f) g(m) sei eine Funktion mit asymptotischer q(m) is a function whose asymptotic run- /3P
Laufzeit ©(m), and A sei ein Array von ning time is ©(m), and A is an integer
Ganzzahlen mit n Elementen aus {0, 1}. array of n elements from {0, 1}.

int f(int n, int[] A){
counter = 0;
for (i = 1; i < =n; i++) {
if (A[i] == 1){

Asymptotische Laufzeit von f / Asymptotic
counter++; Running time of f
} else {
g(counter) ; o(n)
counter = 0; :

}

} return counter;




/4P

/4P

(a)

Datenstrukturen und Algorithmen 10/14 Prifung 06.2021

Aufgabe 3: Spannbdaume (14P)

Gegeben sei ein gewichteter, zusam- Let a weighted, connected, undirected
menhangender, ungerichteter Graph graph G = (V, E, g) be given.
G=(V,E,g).

Sei G strikt positiv gewichtet. Bei der
Ausfiihrung des Algorithmus von Dijkstra auf
G zur Bestimmung aller kiirzesten Wege von
einem Startknoten s aus werden sukzessive
Kanten hinzugenommen. Sei E’ die Menge
dieser Kanten. Behauptung: Der entstehen-
de Graph G’ = (V, E’) ist ein Spannbaum.
Zeigen oder widerlegen sie das.

Let G be equipped with strictly positive
weights. When executing Dijkstra’s algo-
rithm on GG to determine all the shortest
paths from a starting node s, successi-
ve edges are added. Let E' be the set of
these edges. Claim: the resulting graph is
G' = (V, E') is a spanning tree. Show or
refute that.

During Dijkstra edges are added to the graph that determine a shortest
path from s to any other point. Because (G is connected, G’ will also
be connected: any two points w and v are connected because u and s
and v and s are connected. The graph does not contain cycles by the
construction of the algorithm (each point is added only once to E').

Ein minimaler Spanngraph zu G ist ein zu-
sammenhangender Graph G’ minimalen Ge-
wichts. Die Kantengewichte von G seien im-
mer noch strikt positiv.

Zeigen oder widerlegen Sie: Der minima-
le Spanngraph G’ zu G ist ein minimaler
Spannbaum.

Geben Sie einen Algorithmus zur Berechung
von G’ mit Laufzeit an.

A minimum spanning graph for G is a
connected graph G' of minimal weight.
The edge weights of GG are assumed to
be still strictly positive.

Show or refute: The minimum spanning
graph G' for G is a minimum spanning
tree.

Give an algorithm for the calculation of
G’ with running time.
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All edge weights are strictly positive. A minimum spanning graph is
a minimum spanning tree if it has no cycles. A minimum spanning graph
cannot have any cycles because it would remain a spanning graph if we
removed an edge from each remaining cycle, which would decrease the
total weight of the graph. Therefore any minimum spanning graph is a
minimum spanning tree if all edge weights are strictly positive.
Algorithm Kruskal or Prim-Dijkstra with running times O(mlogn)

Wir nehmen nun an, dass GG nicht mehr strikt
positiv gewichtet ist. Wie berechnen Sie nun
einen minimalen Spannbaum?

We now assume that G is no longer
strictly positive weighted. How do you
calculate a minimal spanning tree?

/2P

with negative edge weights.

Same algorithm as before: Kruskal or Prim-Dijkstra also work on a graph

Wir nehmen weiterhin an, dass G nicht mehr
strikt positiv gewichtet ist. Wie berechnen
Sie einen minimalen Spanngraph? Beschrei-
ben Sie lhren Algorithmus und geben Sie die
asymptotische Laufzeit an.

We still assume that G is not strictly po-
sitively weighted. How do you calculate a
minimal spanning graph? Describe your
algorithm and provide its asymptotic run-
ning time.

/4P

Start with the Graph G' = (G,{e € E : ¢(e) < 0},¢). Now apply the steps
of Kruskal algorithm with the remaining edges (of positive weight).
Running time is the same: O(mlogn) for sorting the edges.




/2P

/2P

(a)
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Aufgabe 4: Parallele Programmierung (10P)

Die Analyse eines Programms hat eine Be-
schleunigung von 2 bei Ausfiihrung auf 9
Prozesssorkernen ergeben. Wie gross ist der
serielle Anteil nach dem Gesetz von Gustaf-
son?

The analysis of a program has shown a
speed-up of 2 when running on 9 pro-
cessor cores. What is the serial fraction
according to Gustafson's law?

Sp=p—f-(p-1)
2=9-f-8
7T=1f-8
f=7/8=0.875
Sie messen |hr Programm mit einer sehr You make a measurement of your pro-
groBen Anzahl von Prozessorkernen. Die gram using a very large number of pro-
Messungen legen nahe, dass die Beschleu- cessor cores. The measurements suggest
nigung (bei Verwendung beliebig vieler Pro- that the speed-up (using arbitrarily num-
zessorkerne) nach oben durch S, = 2.5 be- ber of processor cores) is bounded from
grenzt wird. above by S, = 2.5.
Wie gross ist die beste obere Schranke fir What is the best possible upper bound
die Beschleunigung bei Verwendung von 6 on the speed-up using 6 cores, assuming
Prozessorkernen? that Amdahl’s law holds for your pro-
blem?
1
SP < 1
- 1=
F+E
1
Seo == =5/2
f
f=2/5
1
Sp < -
T E
1
S, ,
°=04+98
Sg < 2
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Sie fithren die Berechnung des Maximums
eines Arrays der Lange 8 auf die Berechnung
des Maximums zwischen zwei Zahlen zuriick
und implementieren es auf die folgenden zwei
Arten.

You reduce the calculation of the maxi-
mum of an array of length 8 to the cal-
culation of the maximum between two
numbers and implement it in the followi-
ng two ways.

{10,3,8,19,24, 30, 7,20}
——

max
N——

max

(A) o

max

—_—

max

max

max

max

{10,3,8,19, 24,30, 7,20}
——

(B) max max

max max

max

max

Bestimmen Sie die Lange des kritischen Pfa-
des fiir die beiden Ausfiihrungen (A) und
(B). Die Bestimmung des Maximums eines
Paares von Zahlen koste einen Zeitschritt.

To(A) =7

Bestimmen Sie die Lange des kritischen Pfa-
des fiir obige Falle bei Anwendung der Ver-
fahren auf ein Array der Lange n.

n—1

TOO(A) =

Was ist nach dem Greedy-Scheduling Theo-
rem die Parallelitat, also der maximal erreich-
bare Speedup, wenn fiir ein Array der Lange
n fir die beiden Methoden A und B oben, ein
Greedy-Scheduler auf beliebig vielen Prozes-
soren verwendet wird?

Seo(A,n) = %‘O:@:l

max

Determine the length of the critical path
for the two executions (A) and (B). The
determination of the maximum of two
pairs has a runtime cost of 1.

Tw(B)=|3

Determine the length of the critical path
when the methods from above are app-
lied to an array of length n.

Too(B) = | [logy n]

What is, according to the greedy schedu-
ling theorem the parallelism, i.e. the best
possible speed-up when methods A and
B from above are applied to the problem
of size n using an arbitrarily high number

of processors?
Iy _ n—1 _
Soo Ba n) =1 T= logn
(B,n) ©(n/logn)

/2P

/2P

/2P
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/18P

/16P

/16P

Programmierfragen

Moodle-Link: https://moodle-app2.let.ethz.ch/mod/quiz/view.php?id=601116

Moodle-Passwort wird normalerweise zu Beginnn der
Prifung bekannt gegeben. Hier lautet es Informatik /
Moodle password will normally be announced at the begin-
ning of the exam. Here it is Informatik

Aufgabe 5: Dynamische Programmierung (18P)

Diese Aufgabe zum Thema Dynamische Pro-
grammierung soll am Computer gelost wer-
den. Sie konnen sich die Zeit frei einteilen. Wir
empfehlen aber, dass Sie nicht mehr als 30
Minuten fir diese Aufgabe aufwenden.

Losen Sie diese Aufgabe in der Online-
Umgebung (Code Expert via Moodle).

This part on dynamic programming needs
to be solved at the computer. You are free
in how you divide the time. However, we
recommend to spend not more than
30 minutes on that problem.

Solve this task in the online environment
(Code Expert via Moodle).

Aufgabe 6: Snakes And Ladders (16P)

Diese Aufgabe zum Thema Graphen / Brei-
tensuche soll am Computer gelost werden. Sie
konnen sich die Zeit frei einteilen. Wir emp-
fehlen aber, dass Sie nicht mehr als 25 Mi-
nuten fiir diese Aufgabe aufwenden.

Losen Sie diese Aufgabe in der Online-
Umgebung (Code Expert via Moodle).

Aufgabe 7: Barriere (16P)

Diese Aufgabe zum Thema Parallele Program-
mierung soll am Computer geldst werden. Sie
konnen sich die Zeit frei einteilen. Wir emp-
fehlen aber, dass Sie nicht mehr als 25 Mi-
nuten fir diese Aufgabe aufwenden.

Losen Sie diese Aufgabe in der Online-
Umgebung (Code Expert via Moodle).

This part on graphs and breadth first
search needs to be solved at the computer.
You are free in how you divide the time.
However, we recommend to spend not
more than 25 minutes on this problem.

Solve this task in the online environment
(Code Expert via Moodle).

This following part on parallel program-
ming needs to be solved at the computer.
You are free in how you divide the time.
However, we recommend to spend not
more than 25 minutes on that problem.

Solve this task in the online environment
(Code Expert via Moodle).


https://moodle-app2.let.ethz.ch/mod/quiz/view.php?id=601116

