7. Sortieren |

Einfache Sortierverfahren
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71 Einfaches Sortieren

Sortieren durch Auswahl, Sortieren durch Einfligen, Bubblesort
[Ottman/Widmayer, Kap. 2.1, Cormen et al, Kap. 21, 2.2, Exercise 2.2-2, Problem 2-2
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Problemstellung

Eingabe: Ein Array A = (A[1], ..., A[n]) der Lange n.
Ausgabe: Eine Permutation A’ von A, die sortiert ist: A'[i] < A’[4] fur alle
I<i<j<n
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Algorithmus: IsSorted(A)

Input:  Array A = (A[1], ..., A[n]) der Lange n.
Output: Boolesche Entscheidung “sortiert” oder “nicht sortiert”
fori< 1ton—1do

if Ali] > A[i + 1] then

| return “nicht sortiert”;

return “sortiert”;
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Beobachtung

IsSorted(A):“nicht sortiert”, wenn A[i] > Ali + 1] fir ein 1.
= ldee:

for j < 1ton—1do
if A[j] > A[j + 1] then
| swap(A[j], A[j +1]);
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Ausprobieren

[5k—{6] (=1
[6}—{2] (j=2)

m Nicht sortiert! @
(J=3)  m Aber das grosste

Element wandert ganz
(=4 nach rechts.
= Neue Idee! @

] o]

(]
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Ausprobieren
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Algorithmus: Bubblesort

Input:  Array A = (A[1],...,A[n]), n > 0.

Output: Sortiertes Array A
fori< 1ton—1do
for j < 1ton—1ido
if A[j] > A[j + 1] then
L  swap(A[j], Alj + 1))
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Analyse

Anzahl Schlisselvergleiche 7! (n — i) = @ =0

Anzahl Vertauschungen im schlechtesten Fall: ©(n?)

Was ist der schlechteste Fall?

Wenn A absteigend sortiert ist.

(n?).
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Sortieren durch Auswahl

—_

= B B B E B
R B B B B [0
= B B BNl ] [
[ ¥] (] [@] [o] [o] 2]

(=] [@] [@]H] [=] [eo] []
=] [@¥e] [o] [&] [=] [#]

m Auswahl des kleinsten
Elementes durch Suche
im unsortierten Teil
Ali..n] des Arrays.

m Tausche kleinstes Element
an das erste Element des
unsortierten Teiles.

m Unsortierter Teil wird ein
Element kleiner
(i — i+ 1). Wiederhole bis
alles sortiert. (i = n)
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Algorithmus: Sortieren durch Auswahl

Input:  Array A = (A[1],...

Output: Sortiertes Array A

fori < 1ton—1do

P41

for j < i+ 1tondo
if A[j] < A[p] then

L Rk

~ swap(A[i], A[p])

,Aln]), n > 0.
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Analyse

Anzahl Vergleiche im schlechtesten Fall: ©(n?).
Anzahl Vertauschungen im schlechtesten Fall: n — 1 = O(n)
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Sortieren durch Einfugen

JEIE B EE D
5,810 8 @ 0
-E 2][[8] [4] [0 (=3
T.|(i=4
(
(

m [teratives Vorgehen:
1=1.n

m Einfugeposition fur
Element ¢ bestimmen.

m Element i einfugen,
ggfs. Verschiebung
notig.
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Sortieren durch Einfugen

Welchen Nachteil hat der Algorithmus im Vergleich zum Sortieren durch
Auswahl?

Im schlechtesten Fall viele Elementverschiebungen.

Welchen Vorteil hat der Algorithmus im Vergleich zum Sortieren durch
Auswahl?

Der Suchbereich (Einfligebereich) ist bereits sortiert. Konsequenz: binare
Suche moglich.
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Algorithmus: Sortieren durch Einfugen

Input:  Array A = (A[1],...,A[n]), n > 0.
Output: Sortiertes Array A
for i < 2 ton do
x <+ Ali
p < BinarySearch(A,1,i — 1,x); // Kleinstes p € [1.i] mit Alp| > =
for j < i — 1 downto p do
Al +1] < Al

Alp| + x
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Analyse

Anzahl Vergleiche im schlechtesten Fall:
S ta-logk = alog((n —1)!) € ©(nlogn).
Anzahl Vertauschungen im schlechtesten Fall: 7_,(k — 1) € ©(n?)
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Anderer Blickwinkel

Sortierknoten:
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Anderer Blickwinkel

J

m Wie Selection Sort [und
wie Bubble Sort]
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Anderer Blickwinkel

m Wie Insertion Sort

| S
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[ Z

1.7z
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Schlussfolgerung

Selection Sort, Bubble Sort und Insertion Sort sind in gewissem Sinne
dieselben Sortieralgorithmen. Wird spater prazisiert. °

°Im Teil Giber parallele Sortiernetzwerke. Fiir sequentiellen Code gelten natiirlich
weiterhin die zuvor gemachten Feststellungen.
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Shellsort (Donald Shell 1959)

Intution: Verschieben weit entfernter Elemente dauert lange bei obigen
naiven Verfahren

Insertion Sort auf Teilfolgen der Form (Ag.;) (i € N) mit absteigenden
Abstanden k. Letzte Lange ist zwingend k = 1.

Worst-case Performance hangt kritisch von den gewahlten Teilfolgen ab.
Beispiele:

m Urspriinglich mit Folge 1,2,4,8, ..., 2¥ konzipiert. Laufzeit: O(n?)
m Folge 1,3,7,15,...,25~1 (Hibbard 1963). O(n3/?)

m Folge 1,2,3,4,6,8, ...,2P37 (Pratt 1971). O(nlog?n)
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Shellsort

insertion sort, k =7

0

insertion sort, k = 3

7

insertion sort, k =1

2
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8. Sortieren |l

Mergesort, Quicksort
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8.1 Mergesort

[Ottman/Widmayer, Kap. 2.4, Cormen et al, Kap. 2.3],

n



Mergesort (Sortieren durch Verschmelzen)

Divide and Conquer!

m Annahme: Zwei Halften eines Arrays A bereits sortiert.

m Folgerung: Minimum von A kann mit 2 Vergleichen ermittelt werden.

m Iterativ: Fuge die beiden vorsortierten Halften von A zusammen in O(n).
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Merge

10

10

1

11

12
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16
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Algorithmus Merge(A, 1, m,r)

Input: Array A der Lange n, Indizes 1 <[ <m <r <n.

All,...,m], Aljm+1,...,7] sortiert

Output: A[l,...,r| sortiert
B < new Array(r — 1 + 1)
il j+m+1 k<1
while : < m and j <r do

if Afi] < A[j] then B[k] + Ali]; i<+ i+ 1

else Blk]« Alj];j«+j+1

k<« k+1;
while i <mdo B[k]« Ali]; i<+ i+ 1, k+ k+1
while j <rdo Blk|«+ Aljl;j«j+ L k+k+1
for k < [ to r do Alk] + B[k — 1+ 1]
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Korrektheit

Hypothese: Nach &k Durchlaufen der Schleife von Zeile 3 ist B[1, ..., k]
sortiert und B[k] < A[i], falls i < m und B[k] < A[j] falls j <.

Beweis per Induktion:
Induktionsanfang: Das leere Array BJ1,...,0] ist trivialerweise sortiert.
Induktionsschluss (k — k + 1):

m 0BdA Ai] < A[j],i <m,j <.

m B[l,..., k] ist nach Hypothese sortiert und B[k] < A[i].

m Nach B[k + 1] « A[i] ist B[1,...,k + 1] sortiert.

m Blk+1] = Afi] < A[i + 1] (fallsi + 1 <m) und B[k + 1] < A[j] falls j < r.
B k<« k+1,i< i+ 1: Aussage gilt erneut.
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Analyse (Merge)

Lemma 12

Wenn: Array A der Ldnge n, Indizes 1 <l <r <n.m=|(l+7)/2] und
All,...,m], Aim +1,...,r] sortiert.

Dann: im Aufruf Merge(A,1,m,r) werden ©(r — [) viele Schliisselbewe-
gungen und Vergleiche durchgefihrt.

Beweis: (Inspektion des Algorithmus und Zahlen der Operationen).
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Mergesort

5 2 6 1 8 4 3 9

5 206 1][s 4 3 9]
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Algorithmus (Rekursives 2-Wege) Mergesort(A, [, )

Input: Array Ader Langen. 1 <I<r<n
Output: A[l,...,r] sortiert.

if [ <7 then
m <« |[(l+71)/2] // Mittlere Position
Mergesort(A,l, m) // Sortiere vordere Halfte

Mergesort(A,m+ 1,7) // Sortiere hintere Halfte
Merge(A,l,m,r) // Verschmelzen der Teilfolgen
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Analyse

Rekursionsgleichung fur die Anzahl Vergleiche und Schlusselbewegungen:

T(n) = T( m) T( {ZJ) +6(n) € B(nlogn)
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Algorithmus StraightMergesort(A)

Rekursion vermeiden: Verschmelze Folgen der Lange 1,2, 4... direkt

Input: Array A der Lange n
Output: Array A sortiert

length < 1
while length < n do // Iteriere iiber die Langen n
r<0
while 7 + length < n do // Iteriere iiber die Teilfolgen
l—r+1

m <— |+ length — 1
r <— min(m + length, n)
Merge(A, I, m, )

 length < length - 2




Analyse

Wie rekursives Mergesort fuhrt reines 2-Wege-Mergesort immer O(nlogn)
viele Schlusselvergleiche und -bewegungen aus.
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Naturliches 2-Wege Mergesort

Beobachtung: Obige Varianten nutzen nicht aus, wenn vorsortiert ist und
fuhren immer ©(nlogn) viele Bewegungen aus.

Wie kann man teilweise vorsortierte Folgen besser sortieren?

@ Rekursives Verschmelzen von bereits vorsortierten Teilen (Runs) von
A.
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Naturliches 2-Wege Mergesort
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Algorithmus NaturalMergesort(A)

Input:  Array A der Langen >0

Output: Array A sortiert

repeat

r<0

while r < n do

l—r+1

m < [; while m < n and A[m + 1] > A[m]do m < m + 1

if m < n then
r< m+1; while r <nand A[r+1] > A[r]do r < r+1
Merge(A, I, m, r);

else
L. r<n

until [ =1
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Analyse

Ist es auch im Mittel asymptotisch besser als StraightMergesort?

ONein. Unter Annahme der Gleichverteilung der paarweise unterschiedlichen
Schlussel haben wir im Mittel n/2 Stellen ¢ mit k; > k;11, also n/2 Runs und
sparen uns lediglich einen Durchlauf, also n Vergleiche.

Naturliches Mergesort fuhrt im schlechtesten und durchschnittlichen Fall
©(nlogn) viele Vergleiche und Bewegungen aus.

225



8.2 Quicksort

[Ottman/Widmayer, Kap. 2.2, Cormen et al, Kap. 7]
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Quicksort

Was ist der Nachteil von Mergesort?

Benotigt zusatzlich ©(n) Speicherplatz fur das Verschmelzen.

Wie konnte man das Verschmelzen einsparen?

Sorge daflr, dass jedes Element im linken Teil kleiner ist als im rechten
Teil.

Wie?

Pivotieren und Aufteilen!
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Pivotieren

1. Wahle ein (beliebiges) Element p als Pivotelement

2. Teile A in zwei Teile auf: einen Teil L der Elemente mit Afi] < p und
einen Teil /2 der Elemente mit A[i] > p.

3. Quicksort: Rekursion auf Teilen L und R

SO O I O - S P > > > | >

1 T n
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Algorithmus Partition(A,l,r,p)

Input: Array A, welches den Pivot p in A[l,...,r] mindestens einmal enthalt.
Output: Array A partitioniert in A[l,...,7r] um p. Riickgabe der Position von p.
while [ < r do
while A[l] < p do
Ll 1+1
while A[r] > p do
L r¢<r—1
swap(A[l], Alr])
if A[l] = Alr| then
Ll 1+1

return |-1
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Algorithmus Quicksort(A,!,r)

Input: Array A der Langen. 1 <[l <r <n.
Output: Array A, sortiert in A[l,...,7].
if [ < r then
Wabhle Pivot p € AJl,...,7]
k < Partition(A,l,r,p)
Quicksort(A4,l,k —1)
. Quicksort(A,k+1,r)
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Quicksort (willkurlicher Pivot)

8 [3]7
8 |57
5 [8[7]

O

\O

O
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Analyse: Anzahl Vergleiche

Schlechtester Fall. Pivotelement = Minimum oder Maximum; Anzahl
Vergleiche:

Tn)=Tn—1)+c-n, T(1)=0 = T(n) € O(n?
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Analyse: Anzahl Vertauschungen

Resultat eines Aufrufes an Partition (Pivot 3):
2 1 3 6 8 5 7 9 4
@ Wie viele Vertauschungen haben hier maximal stattgefunden?

® 2. Die maximale Anzahl an Vertauschungen ist gegeben durch die
Anzahl Schlussel im kleineren Bereich.
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Analyse: Anzahl Vertauschungen

Gedankenspiel
m Jeder Schlussel aus dem kleineren Bereich zahlt bei einer Vertauschung
eine Munze.

m Wenn ein Schlussel eine Munze gezahlt hat, ist der Bereich, in dem er
sich befindet maximal halb so gross wie zuvor.

m Jeder Schlussel muss also maximal logn Munzen zahlen. Es gibt aber nur
n Schlussel.

Folgerung: Es ergeben sich O(nlogn) viele Schlusselvertauschungen im
schlechtesten Fall!
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Randomisiertes Quicksort

Quicksort wird trotz ©(n?) Laufzeit im schlechtesten Fall oft eingesetzt.
Grund: Quadratische Laufzeit unwahrscheinlich, sofern die Wahl des Pivots
und die Vorsortierung nicht eine ungunstige Konstellation aufweisen.
Vermeidung: Zufalliges Ziehen eines Pivots. Mit gleicher
Wahrscheinlichkeit aus [, r].
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Analyse (Randomisiertes Quicksort)

Erwartete Anzahl verglichener Schlussel bei Eingabe der Lange n:

Tn)=(n-1)+ = zn:(T(k —1)+T(n—k)), T0O)=T(1)=0

n,3

Behauptung T'(n) < 4nlogn.

Beweis per Induktion:

Induktionsanfang: klar fiir n = 0 (mit 0log 0 := 0) und flir n = 1.
Hypothese: 7'(n) < 4nlogn fur ein n.

Induktionsschritt: (n — 1 — n)
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Analyse (Randomisiertes Quicksort)

T(n)=n-1+= ZT Sn-1+42 Z4kzlogk;

k 0
n/2 n—1
=n—-1+ 4k logk 4k log k
> 4k logk + Y 0g
k=1 <logn—1 k=n/2+1 <logn

n/2 n—1
8
<n—-14—1((1 -1 k—+1 k
<n —|—n((ogn )Z +logn Z

k=1 k=n/2+1

:n—1+i((logn) ’ n(n2— 2 - Z<Z+1>)

=4nlogn —4logn — 3 < 4dnlogn

|
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Analyse (Randomisiertes Quicksort)

Theorem 13
Im Mittel bendtigt randomisiertes Quicksort O(n - logn) Vergleiche.
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Praktische Anmerkungen

Rekursionstiefe im schlechtesten Fall: n — 1. Dann auch
Speicherplatzbedarf O(n).

Kann vermieden werden: Rekursion nur auf dem kleineren Teil. Dann
garantiert O(logn) Rekursionstiefe und Speicherplatzbedarf.

10Stack-Overflow maoglich!
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Quicksort mit logarithmischem Speicherplatz

Input: Array A der Langen. 1 <[l <r <n.
Output: Array A, sortiert zwischen [ und 7.
while [ < r do

Wabhle Pivot p € AJl,...,7]

k < Partition(A, [, r, p)

if k-1 <r—kthen

Quicksort(AJl, ...,k —1])

l+—k+1
else
Quicksort(Alk + 1,...,7])
r—k—1
Der im urspriinglichen Algorithmus verbleibende Aufruf an Quicksort(A[l, ..., 7])

geschieht iterativ (Tail Recursion ausgenutzt!): die If-Anweisung wurde zur While
Anweisung.
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Praktische Anmerkungen

m Fur den Pivot wird in der Praxis oft der Median von drei Elementen
genommen. Beispiel: Median3(A[l], Alr], A[|l + r/2]]).

m Es existiert eine Variante von Quicksort mit konstanten
Speicherplatzbedarf. Idee: Zwischenspeichern des alten Pivots am Ort
des neuen Pivots.

m Komplizierte Divide-And-Conquer-Algorithmen verwenden oft als
Basisfall einen trivialen (©(n?)) Algorithmus fiir kleine Problemgréssen.
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8.3 Anhang

Herleitung einiger mathematischen Formeln
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logn! € O(nlogn)

n n
logn! = Zlogi < Zlogn =nlogn
i=1 i=1

[n/2]
Zlogz— Z logi + Z log i
[n/2|+1
[n/2]
> Z log 2 + Z log—
[n/2]+1
= ([n/2] =2+ 1)+ (n —[n/2])(logn — 1)
—— ————
>n/2—-1 >n/2

n
> —1 — 2.
> ogn
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[n! € o(n

") 1]

[n/2]
nlogn > Z log 2 + Z log ¢
i=|n/2]+1

= Zlogi + {nJ log 2
i=1 2

n
> Zlogi—i—n/Q— 1=logn!'+n/2-1
i=1

nt — gnlogan > 9log, n! 2n/2 L 2n/2—1

|
= % < 2TV ) o pl e o(n™) = O(n™)\Q
n

n')
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[Sogar n! € o((n/c)")VO < c<el

Konvergenz oder Divergenz von f, = (n;‘c’)n.
Quotientenkriterium

1
—rc-—slwenncse
(&

fn (L‘H>n+1 . n!

¢

for (10 (2) c.( " >n

- n—+1

denn (1 + %)n — e. Sogar die Reihe Y- | f,, konvergiert / divergiert fur
cse

f., divergiert fiir ¢ = e, denn (Stirling): n! ~ \/27m(%)n.
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[ Quotientenkriterium]

Quotientenkriterium fur eine Folge (fy)nen: Wenn % — A, dannsind
die Folge f,, und auch die Reithe X%, f;

m konvergent, falls A < 1 und

m divergent, falls A > 1.
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[ Quotientenkriterium Herleitung |

Quotientenkriterium ergibt sich aus: Geometrische Reihe

1 — pntl

Sp(r) ::Zri =

1=0

konvergiert fur n — oo genau dann wenn —1 <r < 1.
Seinamlich0 < )\ < 1:

Ve > 03ng : fny1/fn < A+eVn>ng
=3 > 0,3Ing : for1/fo <p<1VYn>ng

Somit

o o0
S fu < fagr D>, u"™  konvergiert.

n=ngo n=ngo

(Analog fiir Divergenz)
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