26. Flisse in Netzen

Flussnetzwerk, Maximaler Fluss, Schnitt, Restnetzwerk, Max-flow
Min-cut Theorem, Ford-Fulkerson Methode, Edmonds-Karp
Algorithmus, Maximales Bipartites Matching [Ottman/Widmayer,
Kap. 9.7, 9.8.1], [Cormen et al, Kap. 26.1-26.3]
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Flussnetzwerk

m Flussnetzwerk G = (V, E, ¢):
gerichteter Graph mit Kapazitaten

m Antiparallele Kanten verboten: o TN o
(u,v) € E = (v,u) € E. 16/‘ \2'0
m Fehlen einer Kante (u, v) auch B -
modelliert durch ¢(u, v) = 0. \ 9 /
m Quelle s und Senke t: spezielle 13 B 0 4
Knoten. Jeder Knoten v liegt auf 14

einem Pfad zwischen sund ¢ :

S~ U~
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Motivation

m Modelliere Fluss von Flissigkeiten, Bauteile auf Fliessbandern,
Strom in elektrischen Netwerken oder Information in
Kommunikationsnetzwerken.

m Konnektivitdt von Kommunikationsnetzwerken, Bipartites
Matching, Zirkulationen, Scheduling, Image Segmentation,
Baseball Eliminination...
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Fluss

Ein Fluss f : V x V — R erflllt folgende

Bedingungen: oo

m Kapazitdtsbeschrankung: V S — U3wl
Firalle u,v € V: f(u,v) < ¢(u,v). . » B .

m Schiefsymmetrie: \ l / [ /
Fur alle u,v € V: f(u,v) = —f(v,u). 10 e — .

m Flusserhaltung:
Firalle u € V'\ {s,t}:

Zf(u, v) = 0.

veV

Wert w des Flusses:

|f| = Z’UGV f(S,U).
Hier | f| = 18.
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Wie gross kann ein Fluss sein?

Begrenzende Faktoren: Schnitte

m s vont trennender Schnitt. Partitionierung von V in .S und T" mit
se S, te.

m Kapazitét eines Schnittes: ¢(S,T) = 3 g er (v, V')
m Minimaler Schnitt: Schnitt mit minimaler Kapazitat.
m Fluss dber Schnitt: f(S,T) =3 cgyer [0, V')
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Wie gross kann ein Fluss sein?
Es gilt fir jeden Fluss und jeden Schnitt, dass f(S,7T) = | f]:

f(8,T) = f(5,V) = [(5,5) = [(5,V)
0
= [ V) + f(S={s}, V) =[]
#t.Fs

12/12

U1 U3 .
V 20714
s 4/4 6 t
9/4,*
13/10 4/4
v
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Implizites Summieren
Notation: Seien U, U’ C V

f(Ua U/) = Z f(u7u/)’ f(ua U/) = f({u}> U/)

uelU
u'el’
Somit
m|f[=f(s,V)
m f(UU)=0

u f(U7 U/) = _f<U/> U)
mf(XUY,Z)=f(X,Z)+ f(Y,Z),wenn X NY = 0.
m f(R,V)=0wenn RN {s,t} = (. [Flusserhaltung!]
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Maximaler Fluss ?
Es gilt insbesondere fir alle Schnitte (S,7") von V.

1< Y ewd)=eS.T)
veSW'eT
Werden sehen, dass Gleicheit gilt fir ming r ¢(S, T).

‘\
2
V] ———— U3

16 . 20
s 4] ‘1\7 t
9 .
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Maximaler Fluss ?

Naives Vorgehen:

Folgerung: Greedy Flusserh6hung |6st das Problem nicht.
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Flusserhohung, negativ

Sei ein Fluss f im Netzwerk gegeben.
Erkenntnis:

m Flusserh6hung in Richtung einer Kante moglich, wenn Fluss
entlang der Kante erhdht werden kann, also wenn
f(u,v) < c(u,v).
Restkapazitat ¢/ (u,v) = c(u,v) — f(u,v) > 0.

m Flusserh6hung entgegen der Kantenrichtung maéglich, wenn Fluss
entlang der Kante verringert werden kann, also wenn f(u,v) > 0.
Restkapazitat ¢ (v, u) = f(u,v) > 0.
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Die Ford-Fulkerson Methode

m Starte mit f(u,v) = 0 fur alle u,v € V

m Bestimme Restnetzwerk* Gy und Erweiterungspfad in G s
m Erhéhe Fluss Uber den Erweiterungspfad*

m Wiederholung bis kein Erweiterungspfad mehr vorhanden.

Gy = (V. Ey,c)
ci(u,v) = c(u,v) — f(u,v) Yu,veV
E¢ = {(u,v) € V. x Vl]cs(u,v) > 0}

*Wird im Folgenden erklart
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Restnetzwerk

Restnetzwerk Gy gegeben durch alle Kanten mit Restkapazitat:

12

Restnetzwerke haben dieselben Eigenschaften wie Flussnetzwerke, ausser dass antiparallele Kapazititen-Kanten

zugelassen sind.
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Beobachtung

Theorem

Sei G = (V, E, c¢) ein Flussnetzwerk mit Quelle s und Senke t und f
ein Fluss in G. Sei G das dazugehérige Restnetzwerk und sei f’
ein Fluss in Gy. Dann definiert f & f' mit

(f D f/)(ua ’U) = f(u7v) + f/(ua U)

einen Fluss in G mit Wert | f| + | f'|.
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Beweis

Wert von f & [’

ifefl=Uof)sV)
= Zf(s,u) + f'(s,u)

ueV
= f(s,V)+ f'(s,V)
=[fI+1f]
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Beweis

f @ f'istein Fluss in G-
m Kapazitatsbeschrankung
(f & f)uv) = fluv)+  fuv) <cuv)
<c(u,v)—f(u)
m Schiefsymmetrie
(f S5 f/><u7 ’U) = _f(vv u) + _f/(v7u> = _(f S f’)(”U, u)
m Flusserhaltungu € V — {s,t}:
S @)= fluv)+ > f(uv)=0

veV veV veV
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Erweiterungspfade

Erweiterungspfad p: einfacher Pfad von s nach ¢ im Restnetzwerk
Gy.
Restkapazitét cf(p) = min{cy(u,v) : (u,v) Kante in p}
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Fluss in G ¢

Theorem
Die Funktion f, : V x V — R,

ci(p)  wenn (u,v) Kante inp
fp(u,v) = ¢ —cp(p) wenn (v,u) Kante in p
0 sonst

ist ein Fluss in Gy mit dem Wert |f,| = c;(p) > 0.

fp ist ein Fluss (leicht nachprufbar). Es gibt genau einen Knoten
we Vmit (s,u) € p. Somit £, = 30,0y, fo(5,0) = fols,u) = 4(p).
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Max-Flow Min-Cut Theorem

Wenn f ein Fluss in einem Flussnetzwerk G = (V, E, ¢) mit Quelle s
und Senke t is, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

f ist ein maximaler Fluss in G
Das Restnetzwerk G ; enthélt keine Erweiterungspfade
Es gilt | f| = ¢(S,T) fir einen Schnitt (S,T) von G.
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Folgerung

Strategie fur den Algorithmus:

Mit einem Erweiterungspfad p in G definiert f @ f, einen neuen
Fluss mit Wert | f & f,| = | f| + | fo] > | f].
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Beweis

m(3)= (1):
Es gilt | f| < ¢(S, T) fir alle Schnitte S, T Aus |f| = (S, T') folgt
also | f| maximal.

m (1) = (2):
f maximaler Fluss in G. Annahme: G'; habe einen
Erweiterungsfad. Dann gilt | f @ f,| = |f] + |fo| > | f].
Widerspruch.
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Beweis (2) = (3)

Annahme: Gy habe keinen Erweiterungsfad
Definiere S = {v € V' : es existiert Pfad s ~» v in G}.
(S, T):=(S,V\ 9)istein Schnitt: s € S;t € T.

Seiu e Sundv e T. Dann c¢(u,v) =0, also
cr(u,v) = c(u,v) — f(u,v) = 0. Somit f(u,v) = c(u,v).

Somit

Algorithmus Ford-Fulkerson(G, s, t)

Input: Flussnetzwerk G = (V, E, ¢)
Output: Maximaler Fluss f.

for (u,v) € E do
- flu,v) =0
while Existiert Pfad p : s ~» t im Restnetzwerk Gy do
cp(p) « min{cy(u,v) : (u,v) € p}
foreach (u,v) € p do
fu,v) = f(u,v) + c¢(p)

f1=FST) =) fluv) =) c(u,v) =C(S,T).  F(v,u) — fv,u) — es(p)
ueS veT ueS vel N
|
Praktische Anmerkung Analyse
In einer Implementation des Ford-Fulkerson Algorithmus werden die m Der Ford-Fulkerson Algorithmus muss fur
negativen Flusskanten normalerweise nicht gespeichert, da ihr Wert irrationale Kapazitaten nicht einmal

sich stets als der negierter Wert der Gegenkante ergibt.

f(uw) < f(u/ U) + Cf(p)
f(U,U) < f(U7u) - cf(p)
wird dann zu
if (u,v) € E then

- flu,v) = f(u,v) +cr(p)
else

L f(vau) A f(v,u) - Cf(]))

terminieren! FUr ganze oder rationale Zahlen
terminiert der Algorithmus.

m Flr ganzzahligen Fluss bendtigt der
Algorithmus maximal | fi..x| Durchlaufe der
While-Schleife (denn der Fluss erhéht sich
mindestens um 1). Suche einzelner
zunehmender Weg (z.B. Tiefensuche oder
Breitensuche) O(|E|). Also O( fuax| F|)-

u

1[][)()/’ "()O()

S 1 t

1000\r A)OO

v

Bei schlecht gewahlter Strate-
gie benétigt der Algorithmus
hier bis zu 2000 lterationen.
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Edmonds-Karp Algorithmus

Wahle in der Ford-Fulkerson-Methode zum Finden eines Pfades in
G s jeweils einen Erweiterungspfad kirzester Lange (z.B. durch
Breitensuche).
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Anwendung: Maximales bipartites Matching

Gegeben: bipartiter ungerichteter Graph G = (V, F).
M: M C Esodass |{me M :vem}| <lfiraleveV.

Maximales Matching M: Matching M, so dass | M| > |M’| fUr jedes
Matching M.

-
X

/

NAV
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Edmonds-Karp Algorithmus

Theorem

Wenn der Edmonds-Karp Algorithmus auf ein ganzzahliges
Flussnetzwerk G = (V, E) mit Quelle s und Senke t angewendet
wird, dann ist die Gesamtanzahl der durch den Algorithmus
angewendete Flusserhéhungen in O(|V| - |E|).

= Gesamte asymptotische Laufzeit: O(|V| - |E|?)

[Ohne Beweis]
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Korrespondierendes Flussnetzwerk

Konstruiere zur einer Partition L, R eines bipartiten Graphen ein
korrespondierendes Flussnetzwerk mit Quelle s und Senke ¢, mit
gerichteten Kanten von s nach L, von L nach R und von R nach t.

Jede Kante bekommt Kapazitat 1.
> t

OV
/N
NQY
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Ganzzahligkeitstheorem

Wenn die Kapazitaten eines Flussnetzwerks nur ganzzahlige Werte
anehmen, dann hat der durch Ford-Fulkerson erzeugte maximale
Fluss die Eigenschaft, dass der Wert von f(u,v) fir alle u,v € V
eine ganze Zahl ist.

[ohne Beweis]

Folgerung: Ford Fulkerson erzeugt beim zum bipartiten Graph
gehorenden Flussnetzwerk ein maximales Matching

M ={(u,v) : f(u,v) = 1}.

843



