20. Dynamic Programming i

Subset Sum Problem, Rucksackproblem, Greedy Algorithmus vs
dynamische Programmierung [Ottman/Widmayer, Kap. 7.2, 7.3, 5.7,
Cormen et al, Kap. 15,35.5]
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Alternative Losung Quiz

m 1 x n Tabelle, topologisch sortiert®? nach Halbordnung
Stapelbarkeit

m Eintrag an Position j: Hohe eines hdchsten Turmes mit Basisbox

[wxd [1x2] [1x3] [2x3] [3x4] [3x5] [4x5]
h 3 2 1 5) 4 3
3 2 4 9 8 12

Topologisches Sortieren in ©(n2). Durchlaufen von rechts nach links in ©(n), insgesamt ©(n2). Riickverfolgung auch

O(n2)

32Erklarung folgt
552

Losung Quiz

m n X n Tabelle
m Eintrag in Zeile ¢, Spalte j: H6he eines héchsten Turmes mit

maximal ¢ Boxen und Basisbox ;.

[wxd [1x2] [1x3] [2x3] [3x4] [3x5] [4x5]
h 3 2 1 ) 4 3
1 3 5 1 5 4 3
2 3 2 4 8 8 8
3 3 2 4 9 8 11
4 3 2 4 9 8 12

Bestimmung der Tabelle: ©(n3), fir jeden Eintrag miissen alle Eintréage der vorherigen Zeile durchlaufen werden.

Berechnung der optimalen Lésung durch Riickverfolgung im schlechtesten Fall ©(n?).

Aufgabe

Teile obige “Gegenstéande” so auf zwei Mengen auf, dass beide
Mengen den gleichen Wert haben.

Eine Losung:
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Subset Sum Problem

Seien n € N Zahlen a4, ..., a, € N gegeben.
Ziel: Entscheide, ob eine Auswahl I C {1,...,n} existiert mit

iel ie{l,...,n}\I

Algorithmus mit Aufteilung

m Zerlege Eingabe in zwei gleich grosse Teile: ay, . . ., a,/, und
An /2415 - -+ On-

m lteriere Uber alle Teilmengen der beiden Teile und berechne
Teilsummen SY, ..., Sk, (k=1,2).

m Sortiere die Teilsummen: S} < 5§ <... < SF ..
m Priife ob es Teilsummen gibt, so dass S} + 57 = 33" a; =: h

Beginne miti = 1, = 2"/,
Gilt S} 4+ S7 = h dann fertig
Gilt S} + 57 > hdannj < j —1

]
]
]
m Gilt S} + 57 <hdanni«i+1

Naiver Algorithmus

Prlfe flr jeden Bitvektor b = (by,...,b,) € {0,1}", ob

n

=1

1=1

Schlechtester Fall: n Schritte fir jeden der 2" Bitvektoren b. Anzahl
Schritte: O(n - 2").

Beispiel

Menge {1, 6, 2, 3,4} mit Wertesumme 16 hat 32 Teilmengen.

Aufteilung in {1,6} , {2, 3,4} ergibt folgende 12 Teilmengen mit
Wertesummen:

{1,6} {2,3,4}
{+ {13 {6} {ne}|{} {2t {3} {4} {23} {24} {34} {234}

06702345 6 9

< Eine Losung: {1, 3,4}



Analyse

m Teilsummegenerierung in jedem Teil: O(2"/2 - n).
m Sortieren jeweils: O(2"/21og(2"/?)) = O(n2"/?).
m Zusammenfiihren: O(2"/?)

o(n-2) -0 (s(v3)").
Wesentliche Verbesserung gegentber ganz naivem Verfahren —
aber immer noch exponentiell!

Gesamtlaufzeit

Beispiel
{1 6.2 5} summe s
0123456 789 10 11 12 13 14

Auslesen der Losung: wenn T'[k, s] = T'[k — 1, s] dann ay, nicht benutzt und bei T'[k — 1, s] weiterfahren, andernfalls aj,

benutzt und bei T'[k — 1, s — ay] weiterfahren.
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Dynamische Programmierung

Aufgabe: sei z = %Zle a;. Suche Auswahl I C {1,...,n}, so dass
Dier ti = 2.

DP-Tabelle: [0,...,n| x [0,..., z]-Tabelle 7" mit Wahrheitseintragen.
Tk, s] gibt an, ob es eine Auswahl I}, C {1,...,k} gibt, so dass

Zidk a; = s.
Initialisierung: 7'[0, 0] = true. T'[0, s] = false fir s > 1.
Berechnung:

Tlk—1,s]
Tlk—1,s]VTk—1,s— aj]

falls s < ay.
falls s > ay,

Tk, s| « {

flr aufsteigende £ und innerhalb & dann s.

Ratselhaftes

Der Algorithmus bendtigt O(n - z) Elementaroperationen.

Was ist denn jetzt los? Hat der Algorithmus plétzlich polynomielle
Laufzeit?
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Aufgelost

Der Algorithmus hat nicht unbedingt eine polynomielle Laufzeit. z ist
eine Zahl und keine Anzahl!

Eingabelange des Algorithmus = Anzahl Bits zur verniinftigen
Reprasentation der Daten. Bei der Zahl z ware das ¢ = log z.

Also: Algorithmus benétigt O(n - 2¢) Elementaroperationen und hat
exponentielle Laufzeit in (.

Sollte z allerdings polynomiell sein in n, dann hat der Algorithmus
polynomielle Laufzeit in n. Das nennt man pseudopolynomiell.
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Das Rucksackproblem

Wir packen unseren Koffer und nehmen mit ...

m ZahnbUrste m ZahnbUrste m ZahnbUrste

m Hantelset m Luftballon m Kaffemaschine
m Kaffemaschine m Taschenmesser m Taschenmesser
m Oh jeh — zu schwer. m Ausweis m Ausweis

m Hantelset

Oh jeh — zu schwer.

m Oh jeh — zu schwer.
Wollen moglichst viel mitnehmen. Manche Dinge sind uns aber
wichtiger als andere.
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NP

Man weiss, dass der Subset-Sum Algorithmus zur Klasse der
NP-vollstandigen Probleme gehort (und somit NP-schwer ist).

P: Menge aller in Polynomialzeit I6sbarer Probleme.

NP: Menge aller Nichtdeterministisch in Polynomialzeit I6sbarer
Probleme.

Implikationen:

m NP enthalt P.
m Probleme in Polynomialzeit verifizierbar.

m Unter der (noch?) unbewiesenen® Annahme, dass NP £ P, gibt
es flr das Problem keinen Algorithmus mit polynomieller Laufzeit.

33Dje bedeutenste ungeldste Frage der theoretischen Informatik!

Rucksackproblem (engl. Knapsack problem)

Gegeben:

m Menge von n € N Gegenstanden {1,...,n}.
m Jeder Gegenstand i hat Nutzwert v; € N und Gewicht w; € N.
m Maximalgewicht W € N.

Gesucht:

eine Auswahl I C {1,...,n} die ), ; v; maximiert unter
Zie] w; < W.
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Gierige (engl. greedy) Heuristik

Sortiere die Gegenstéande absteigend nach Nutzen pro Gewicht
v; /w;: Permutation p mit vy, /wy, > vp,,, /wp,,,

Flge Gegenstande in dieser Reihenfolge hinzu (I < I U {p;}),
sofern das zuldssige Gesamtgewicht dadurch nicht tiberschritten
wird.

Das ist schnell: ©(nlogn) fur Sortieren und ©(n) fir die Auswahl.
Aber ist es auch gut?
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Dynamic Programming

Unterteile das Maximalgewicht.

Dreidimensionale Tabelle m[i, w, v] (“machbar”) aus
Wahrheitswerten.

mli, w,v] = true genau dann wenn

m Auswahl der ersten i Teile existiert (0 < i < n)
m deren Gesamtgewicht héchstens w (0 < w < W) und
m Nutzen mindestens v (0 < v < Y7, v;) ist.
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Gegenbeispiel zur greedy strategy

U1:1 w1:1 vl/wlzl

UQZW—l U)QZW 1)2/102:E

Greedy Algorithmus wéhlt {v; } mit Nutzwert 1.
Beste Auswahl: {vs} mit Nutzwert W — 1 und Gewicht V.

Greedy kann also beliebig schlecht sein.

Berechnung der DP Tabelle

Initial
m m[i,w, 0] < true fir alle > 0 und alle w > 0.
m m[0, w,v] < false flr alle w > 0 und alle v > 0.

Berechnung

mli — 1w, 0] Vm[i — 1w —w;,v—v;] fallsw>w;undv >,

mli, w, ] + { sonst.

mli — 1, w,v]
aufsteigend nach 7 und fir festes ¢ aufsteigend nach w und fir
festes ¢ und w aufsteigend nach v.

Lésung: Grosstes v, so dass mli, w, v] = true fir ein 7 und w.
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Beobachtung

Nach der Definition des Problems gilt offensichtlich, dass
m flr m[i, w, v] = true gilt:

mli',w,v] = true Vi’ > i,

mli,w', v] = true Vo' > w,

mli, w,v'] = true Vo' <.
m fOr m[i, w, v] = false gilt:

mli', w,v] =false Vi’ <i,

mli,w', v] = false V' < w,

mli, w,v'| = false Vv’ > v,
Das ist ein starker Hinweis darauf, dass wir keine 3d-Tabelle
bendtigen.

Berechnung

Initial
m t[0,w] < 0 firalle w > 0.

Berechnung

tle — 1, w] falls w < w;
max{t[i — 1,w],t[i — 1,w — w;] +v;} sonst.

t[i, w] + {

aufsteigend nach 7 und fr festes ¢ aufsteigend nach w.
Lésung steht in t[n, w]

DP Tabelle mit 2 Dimensionen

Tabelleneintrag t[i, w] enthalt statt Wahrheitswerten das jeweils
grésste v, das erreichbar ist** mit

m den Gegenstanden 1,...,:i (0 <: < n)
m bei héchstem zulassigen Gewicht w (0 < w < W).

3430 etwas dhnliches hatten wir beim Subset Sum Problem auch machen kénnen, um die diinnbesetzte Tabelle etwas zu
verkleinern

Beispiel
FE=1{(2,3),(4,5),(1,1)} w
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Auslesen der Losung: wenn t[i, w] = t[¢ — 1, w] dann Gegenstand 4 nicht benutzt und bei ¢[¢ — 1, w] weiterfahren,

andernfalls benutzt und bei ¢[i — 1, s — w;] weiterfahren.



Analyse

Die beiden Algorithmen fir das Rucksackproblem haben eine
Laufzeitin ©(n- W - 3", v;) (3d-Tabelle) und O(n - W) (2d-Tabelle)
und sind beide damit pseudopolynomiell, liefern aber das
bestmdgliche Resultat.

Der greedy Algorithmus ist sehr schnell, liefert aber unter
Umsténden beliebig schlechte Resultate.

Im folgenden beschaftigen wir uns mit einer Lésung dazwischen.



