2. Effizienz von Algorithmen

Effizienz von Algorithmen, Random Access Machine Modell,
Funktionenwachstum, Asymptotik [Cormen et al, Kap. 2.2,3,4.2-4.4 |
Ottman/Widmayer, Kap. 1.1]
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Effizienz von Algorithmen

Ziele

m Laufzeitverhalten eines Algorithmus maschinenunabhangig
quantifizieren.

m Effizienz von Algorithmen vergleichen.
m Abhangigkeit von der Eingabegrdsse verstehen.



Technologiemodell

Random Access Machine (RAM)

m Ausfihrungsmodell: Instruktionen werden der Reihe nach (auf
einem Prozessorkern) ausgefthrt.

m Speichermodell: Konstante Zugriffszeit.

m Elementare Operationen: Rechenoperation (4,—,-,...) ,
Vergleichsoperationen, Zuweisung / Kopieroperation,
Flusskontrolle (Spriinge)

m Einheitskostenmodell: elementare Operation hat Kosten 1.

m Datentypen: Fundamentaltypen wie gréssenbeschrankte
Ganzzahl oder Fliesskommazahl.



Grosse der Eingabedaten

Typisch: Anzahl Eingabeobjekte (von fundamentalem Typ).

Oftmals: Anzahl Bits fUr eine verndinftige / kostengiinstige
Reprasentation der Daten.



Asymptotisches Verhalten
Genaue Laufzeit Iasst sich selbst flr kleine Eingabedaten kaum
voraussagen.

m Betrachten das asymptotische Verhalten eines Algorithmus.
m Ignorieren alle konstanten Faktoren.

Beispiel

Eine Operation mit Kosten 20 ist genauso gut wie eine mit Kosten 1.
Lineares Wachstum mit Steigung 5 ist genauso gut wie lineares
Wachstum mit Steigung 1.
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2.1 Funktionenwachstum

O, 0, Q [Cormen et al, Kap. 3; Ottman/Widmayer, Kap. 1.1]
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Oberflachlich

Verwende die asymptotische Notation zur Kennzeichnung der
Laufzeit von Algorithmen

Wir schreiben ©(n?) und meinen, dass der Algorithmus sich fur
grosse n wie n? verhalt: verdoppelt sich die Problemgrésse, so
vervierfacht sich die Laufzeit.



Genauer: Asymptotische obere Schranke

Gegeben: Funktion f : N — R.
Definition:

O(g) ={f ' N—=R|
de>0,npeN:0< f(n) <c-g(n)V¥n>ng}

Schreibweise:



Anschauung




Beispiele

O(g)={f  N—=R| Jc¢>0,neN:0< f(n) <c-g(n)V¥n>ng}

f(n) f € O(?) Beispiel

3n + 4 O(n) c=4,ny=4
2n O(n) c=2,n9=0
n? 4+ 100n  O(n?) c=2,n9=100
n++n  O(n) c=2ny=1



Eigenschaft

f1€0(9), f2€0(g) = fi+ f2 € Og)



Umkehrung: Asymptotische untere Schranke

Gegeben: Funktion f : N — R.
Definition:

Qg) ={f: N = R|
dc>0,ng e N:0<c-g(n) < f(n)Vn >ny}



ng
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Asymptotisch scharfe Schranke

Gegeben Funktion f : N — R.
Definition:

©(g) == Q(g) N O(g).

Einfache, geschlossene Form: Ubung.



Beispiel




Wachstumsbezeichnungen

SCCCCACCTa

beschrankt

doppelt logarithmisch
logarithmisch

wie die Wurzelfunktion
linear

superlinear / loglinear
quadratisch
polynomial
exponentiell

faktoriell

Array-Zugriff

Binare sortierte Suche interpoliert

Binare sortierte Suche

Primzahltest (naiv)

Unsortierte naive Suche

Gute Sortieralgorithmen

Einfache Sortieralgorithmen
Matrixmultiplikation

Travelling Salesman Dynamic Programming
Travelling Salesman naiv
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Logarithmen!

1,000 «
800 |
600 |
400 |

200 |

nlogn

logn
50
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Zeitbedarf

Annahme: 1 Operation = 1us.

Problemgrésse 1 100 10000 108 10°

log, n lus s 13us 20us 30us

n lus 100us 1/100s 1s 17 Minuten
nlog,n lps 700us 13/100us 20s 8.5 Stunden
n? lus  1/100s 1.7 Minuten 11.5 Tage 317 Jahrhund.
2m lus 10 Jahrh. A 00 A 00 A 00
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Eine gute Strategie?

... dann kaufe ich mir eben eine neue Maschine! Wenn ich heute ein
Problem der Grosse n l16sen kann, dann kann ich mit einer 10 oder
100 mal so schnellen Maschine...

Komplexitat (speed x10) (speed x100)

log, n n — nto n — nto
n n—10-n n — 100 - n
n? n—316-n n—10-n

2mn n—mn-+332 n—n-+6.64

91



Beispiele

m n € O(n?) korrekt, aber ungenau:
n € O(n) und sogar n € O(n).

m 3n? € O(2n?) korrekt, aber uniblich:
Konstanten weglasssen: 3n* € O(n?).

m 2 € O(n) istfalsch: 2 = 2p — oo!
n—oo

m O(n) C O(n?) ist korrekt

m O(n) C O(n?) istfalsch: n & Q(n?) D O(n?)
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Nutzliches

Theorem

Seien f,q : N — R™ zwei Funktionen. Dann gilt:
lim,, o <>—o:»fe<9( ), O(f) € O(g).
) = C > 0 (C konstant) = f € O(g).

“\h

)
f\/—\
\_/\_/

limy, 0

%njooooégé O(f), O(g) S O(f).

Q
—
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Zur Notation

Ubliche Schreibweise

f=0(g)
ist zu verstehen als f € O(g).
Es gilt namlich

fi=0(g), fo = 0(9)% fL = fo!

Beispiel

n = O(n?),n?> = O(n?) aber natlirlich n # n?.
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Algorithmen, Programme und Laufzeit

Programm: Konkrete Implementation eines Algorithmus.

Laufzeit des Programmes: messbarer Wert auf einer konkreten
Maschine. Kann sowohl nach oben, wie auch nach unten
abgeschatzt werden.

Beispiel

Rechner mit 3 GHz. Maximale Anzahl Operationen pro Taktzyklus (z.B. 8). =
untere Schranke.
Einzelne Operation dauert mit Sicherheit nie langer als ein Tag = obere Schranke.

Asymptotisch gesehen stimmen die Schranken Uberein.
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Komplexitat
Komplexitat eines Problems P: minimale (asymptotische) Kosten
Uber alle Algorithmen A, die P l6sen.

Komplexitat der Elementarmultiplikation zweier Zahlen der Lange n
ist Q(n) und O(n'°#:2) (Karatsuba Ofman).

Exemplarisch:

Problem Komplexitat O(n) O(n) O(n?)
T T T

Algorithmus  Kosten? 3n—4 O(n) O(n?
! 7 7

Programm  Laufzeit O(n) O(n) O(n?

2Anzahl Elementaroperationen
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3. Algorithmenentwurf

Maximum Subarray Problem [Ottman/Widmayer, Kap. 1.3]
Divide and Conquer [Ottman/Widmayer, Kap. 1.2.2. S.9; Cormen et
al, Kap. 4-4.1]
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Algorithmenentwurf

Induktive Entwicklung eines Algorithmus: Zerlegung in Teilprobleme,
Verwendung der Lésungen der Teilproblem zum Finden der
endgultigen Losung.

Ziel: Entwicklung des asymptotisch effizientesten (korrekten)
Algorithmus.

Effizienz hinsichtlich der Laufzeitkosten (# Elementaroperationen)
oder / und Speicherbedarf.
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Maximum Subarray Problem

Gegeben: ein Array von n rationalen Zahlen (a4, ..., a,).
Gesucht: Teilstlick [4, j], 1 < i < j < n mit maximaler positiver
Summe Y7 _; ax.

Beispiel: a = (7, —11, 15, 110, —23, —3, 127, —12, 1)

100 [~

50 [~

Zk aj = max

e
- gk

®

©

99



Naiver Maximum Subarray Algorithmus

Input : Eine Folge von n Zahlen (ay, as, ..., ay)
Output : I, J mit 337, a), maximal.

M+—0;,I1+1;,J+0
foric {1,...,n} do
for j € {i,...,n} do
me= 3
if m > M then
M my [0 J g

return [, J



Analyse

Der naive Algorithmus flir das Maximum Subarray Problem ftihrt
©(n3) Additionen durch.

Beweis:
ZZ(]—@):Z jzzzjzzz(n—i)(g—i+l)
=1 j=i i=1 j=0 i=1 j=1 i1
n—1 n—1 n—1
:ZZ (Z;Ll)—%(Ziz%-Zz)
1=0 i=0



Beobachtung

VRN
=2
3 vl,
TLI(
S £
(\ )
| S
)J i
2 = L:n
S .
jzﬂ & Il
k teS
N~ 7p)

Prafixsummen
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Maximum Subarray Algorithmus mit Prafixsummen

Input : Eine Folge von n Zahlen (ay, as, ..., ay)
Output : I, J mit ZZ:J a; maximal.
SO 0
forie {1,...,n} do // Prafixsumme
L Sl <— 81;1 + a;

M<+—0;1+1;,J+0
forie {1,...,n} do
for j € {i,...,n} do
m:Sj—SZ-_l
if m > M then
M my [0 g



Analyse

Der Préfixsummen Algorithmus fur das Maximum Subarray Problem
fihrt ©(n*) Additionen und Subtraktionen durch.

Beweis:

Zl+221_n+z n—i+1 :n—l—i:z’:@nz
=1

=1 j=t



divide et impera

Teile und (be)herrsche (engl. divide and conquer)

Zerlege das Problem in Teilprobleme, deren Losung zur
vereinfachten Lésung des Gesamtproblems beitragen.

Py —— Sy

\ /

/ Py — Sy \
Problem P Solution
\ Py — 59 /
~ ~N
P, S1
\ /



Maximum Subarray - Divide

m Divide: Teile das Problem in zwei (annahernd) gleiche Halften auf:
(al, co ,an) = (al, ce 7aLn/2j7 ammﬂ, “e ,al)
m Vereinfachende Annahme: n = 2 fir ein k € N.



Maximum Subarray — Conquer

Sind i, j die Indizes einer L6sung = Fallunterscheidung:

Lésung in linker Halfte 1 < i < j < n/2 = Rekursion (linke Halfte)
Lésung in rechter Halfte n/2 < i < j < n = Rekursion (rechte Halfte)

Lésung in der Mitte 1 < i < n/2 < j < n = Nachfolgende Beobachtung

(1) (3) (2)
1 n/2ln/2+1 n




Maximum Subarray — Beobachtung

Annahme: LésunginderMitte 1 <i<n/2<j<n

J n/2
Shax = mnax = max E ap + g ag

1<i<n/2 1<i<n/2

n/2<j<n k=i n/2<j<n k=n/2+1
n/2 J

= max ar + max g ag

1<i<n/2 ’ n/2<j<n

k=i k=n/2+1

= max S, —Si1+ max S;— 95,
1<i<n /2 e —— n/2<j<nH,_/
Suffixsumme Prafixsumme



Maximum Subarray Divide and Conquer Algorithmus

Input : Eine Folge von n Zahlen (ay, as, ..., a,)
Output : Maximales Z{;:Z, .
if n =1 then
return max{a, 0}
else
Unterteile @ = (a1,...,a,) in Ay = (a1,...,an/2) und Ay = (anjo41,- .-, an)

Berechne rekursiv beste Losung W7 in A
Berechne rekursiv beste Losung W5 in A,
Berechne grosste Suffixsumme S in Ay
Berechne grosste Prafixsumme P in A,
Setze W3 < S+ P

return max{Wy, Wy, W3}




Analyse

Der Divide and Conquer Algorithmus fur das Maximum Subarray
Sum Problem fiihrt ©(n logn) viele Additionen und Vergleiche durch.




Analyse

Input : Eine Folge von n Zahlen (ay, as, ..., ay)
Output : Maximales Zi/:z, ay.
if n =1 then

O(l1) return max{a,,0}

e

T(n/
T(n/
o
o(
o
o(

ol
1

Ise

)
2) Berechne rekursiv beste Losung W7 in A,
2) Berechne rekursiv beste Losung W5 in As
n) Berechne grosste Suffixsumme S in A;
) Berechne grosste Prafixsumme P in A
1) Setze W5 <— S+ P

1) return max{Wy, Wy, W5}

Unterteile @ = (a1,...,a,) in Ay = (a1,...,an/2) und Ay = (an/o41, - -



Analyse

Rekursionsgleichung

T(n)

{

c fallsn =1
27(5) +a-n fallsn > 1



Analyse

Mit n = 2%:
— falls k =
T(k) = c ) alls 0
2Tk —1)4a-2" fallsk >0
Lésung:
k—1
Thy=2"-c+> 2-a-2""=c-2"+a-k-2"=0(k 2"
1=0
also

T(n) =0©(nlogn)



Maximum Subarray Sum Problem - Induktiv

Annahme: Maximaler Wert M, _; der Subarraysumme far
(CL17 .. ,ai_l) (1 < < n) bekannt.

scan

a;: erzeugt héchstens Intervall am Rand (Prafixsumme).
R,_1=R;, = max{Ri_l + a;, 0}



Induktiver Maximum Subarray Algorithmus

Input : Eine Folge von n Zahlen (ay,as,. .., a,).
Output : max{0, max; ; > 1_, Q.
M+ 0
R0
fori=1...ndo

R+ R+ a;

if R <0 then

_ R+ 0

if R > M then
| M+ R

return M



Analyse

Der induktive Algorithmus fir das Maximum Subarray Sum Problem
fihrt ©(n) viele Additionen und Vergleiche durch.




Komplexitat des Problems?

Geht es besser als ©(n)?

Jeder korrekte Algorithmus fir das Maximum Subarray Sum
Problem muss jedes Element im Algorithmus betrachten.

Annahme: der Algorithmus betrachtet nicht a;.

Losung des Algorithmus enthalt a;. Wiederholen den
Algorithmus mit gentigend kleinem a;, so dass die Lésung den
Punkt nicht enthalten hatte durfen.

Lésung des Algorithmus enthalt a; nicht. Wiederholen den
Algorithmus mit genligend grossem a;, so dass die Lésung a;
hatten enthalten missen.



Komplexitat des Maximum Subarray Sum Problems

Das Maximum Subarray Sum Problem hat Komplexitdt ©(n).

Beweis: Induktiver Algorithmus mit asymptotischer Laufzeit O(n).
Jeder Algorithmus hat Laufzeit Q(n).
Somit ist die Komplexitat 2(n) N O(n) = O(n). |
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