18. Quadtrees

Quadtrees, Bildsegmentierung, Funktionalminimierung,
Reduktionsprinzip
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Quadtree - Interpretation und Nutzen

Partitionierung eines zweidimensionalen Bereiches in 4 gleich
grosse Teile.
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Quadtree

Ein Quadtree ist ein Baum der Ordnung 4.

... und ist als solcher nicht besonders interessant, ausser man
verwendet ihn zur...
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Bildsegmentierung

i
HH

.
i

seaSases i
£

peitnasdzimen
HR T ey e T

o e 2

:
T

2
i Ed e L ey s

He H HET1T

iy T
=

H

H

i
i

(Mdgliche Anwendungen: Kompression, Entrauschen, Kantendetektion)
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Etwas Notation

S cz? endliche rechteckige Indexmenge (‘Pixel’)

z e RS Bild

it Familie von Partitionen P C 2° von S

F = (F)rcs Familie von ‘Regressionsmodellen’ F, C R"
fp € R® ‘Approximation’ mit fp|, € F,,r € P

S Familie von Segmentierungen (P, fp)

Minimierungsproblem

‘P Partition ~v > 0 Regularisierungsparameter
fp Approximation  z Bild = ‘Daten’

Ziel: Effiziente Minimierung des Funktionals

H,.:& =R, (P, fp)—7-[Pl+z— frl

Ergebnis (P, fﬁ) € argminp () H, . interpretierbar als optimaler
Kompromiss zwischen Regularitdt und Datentreue.
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Anderes Beispiel

< (Pa fP)

P: Quadtrees mit zusatzlicher Unterteilung in Polygone (‘Wedges’),
fp: konstante Funktionen

Warum Quadtrees

H,.:& =R, (P, fp)—7[Pl+|z— frl

m Anzahl aller Partitionierungen extrem gross (33| > 2/°1)

m Einsatz von Markov-Chain-Monte-Carlo (MCMC) Methoden zur
Minimierung des Funktionals H Uber alle Partitionierung méglich,
aber zeitaufwandig und inexakt.

m = Einschrankung des Suchraumes. Hierarchische
Quadtree-Partitionierung besonders gut mit rekursivem
Divide-And-Conquer Ansatz vertraglich.?

23Wie Quicksort (nur 2d)!
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Reduktionsprinzip

in YP|+ ||z — frl3
(pfﬁfé@”H |z — frll5

o . . _ 2
= i {77’ +;'}}1€1}%‘§<2(8) fr(s)) }

= Separation von Partitionssuche und lokaler Projektion.
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Konstante Funktionen

Minimiere

pin 3 () = £(5)°

fur die auf r konstanten Funktionen

Losung: i, = 23 . 2(s)
Schnelle Berechnung von p, auf Rechtecken mdglich:
Prafixsummen!
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Algorithmus: Minimize(z,r,7)

Input : Bilddaten z € R, Rechteck r C S, Regularisierung v > 0
Output : minep f,)es 7P|+ |2 — frll3
if |7| = 0 then return 0

m e+ ming,cr, X, (205) = 11(5)?
if |7| > 1 then

Split r into 7,71 Twl Tur

my < Minimize(z, ry)

Mg < Minimize(z, ry,.)

ms <— Minimize(z, ;)

my < Minimize(z, ry,)

m' < my +mae +ms +my

else
L m <+ oo

if m’ <m then m < m/
return m

Multiskalenansatz!

e
".0
8 &




Allgemeine Regression

Betrachte Familie von n € N Funktionen ; : S — R, 1 <1 < n.

Ziel: Minimiere

ina € R™.

n

Z(Zs - Z Clz’%‘(5>)2

SEr =1

Normalengleichungen:

> 2i(s) ZZ%% $)pi(s),1 < j<n

& Z Zs4(s

ser

ser

ser =1

):EZ%E:%@WA@JSjgn
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Allgemeine Regression

Sei a eine Lésung obigen Gleichungssystems. Berechnung des

Approximationsfehlers:

min
e F,

(Zs -

ser

n

L) =3 (e = Y dup(s))?

ser =1

—E:z—QE:%Y+§:ﬁMﬁ

ser
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Allgemeine Regression

Normalengleichungen in Matrixschreibweise:
Y =M:a.

mit a = (ai)lgign und

Y = (Z zsgoj(s)) ., M= (Z g@-(s)g@(s)) :

Beispiel: Affine Funktionen

=3

m oo(s) =1,
B ¢i(s) = s1 (z-Koordinate von s),
B ¢y(2) = s9 (y-Koordinate von s)

Regression: Ubung!



Affine Regression

Analyse

Unter der Voraussetzung, dass die lokale Approximation in O(1)
berechnet werden kann, bendtigt der Minimierungsalgorithmus Gber
dyadische Partitionen (Quadtree) O(|S|log |S|) Schritte.

Effiziente lokale Berechnung

Bendtigt: schnelle Berechnung der @ + n ‘Momente’

Z%(s)%(s) undesgpj(s), 1<i4,5<mn,

ser

und far den Approximationsfehler

2
g Z;.

ser

Verwendung von Prafixsummen: Berechnung der lokalen
Regression Uiber Rechtecken in O(1).

Affine Regression + Wedgelets

RIA!
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Entrauschen

noised

493

Andere Ideen

kein Quadtree: hierarchisch-eindimensionales Modell (bendétigt
Dynamic Programming)
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